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PREFACE 



Le Formulaire de Mathématiques a pour but de publier les propo- 
sitions connues sur plusieurs sujets des sciences mathématiques. Ces , 
propositions sont exprimées en formules par les notations de la Logique 
mathématique, expliquées dans l'Introduction au Formulaire. 

Des essais des premières parties du Formulaire, ont paru comme 
suppléments de la « Rivista di Matematica » en 1892 (voir t. II, p. 76). 

Le^I, II, III parties ont été rédigées et complétées en collaboration 
auxquelles prirent part notamment à la I partie M. G. Vailati, à la 
II partie M. F. Castellano, à la III partie M. C. Burali-Forti. 

Les Auteurs qui ont rédigé les autres parties sont soussignés. 

Les volumes qui paraîtront, contiendront d'autres monographies. 

Mais, quel que soit le soin apporté par l'Auteur d'une partie, on pourra 
y rencontrer des fautes et des lacunes, notamment dans une première 
édition. D'autre part il est à peu près impossible à une seule personne 
de compulser tous les livres, de vérifier toutes les indications historiques 
à cet égard. Nous publierons dans la « Rivista di Matematica » et dans 
les volumes suivants di^ Formulaire, toutes les additions et les cor- 
rections qu'on nous indiquera. On pourra de même republier une partie 
qui aurait déjà paru, après l'avoir perfectionnée. Chaque partie du 
Formulaire, bien que commencée par un Auteur, sera en définitive 
Je résultat du travail de tous les collaborateurs. 

Nous ajouterons quelques remarques pour nos futurs collaborateurs. 

1. La seule loi qui règle les notations du Formulaire, c'est qu'elles 
soient les plus simples et les plus précises, pour représenter les propo- 
sitions dont il s'agit. 

2. Les notations sont un peu arbitraires, mais les propositions sont 
des vérités absolues, indépendantes des notations adoptées. 

3. Toutes les fois qu'on traduit en symboles une nouvelle théorie, 
on introduira des signes nouveaux pour indiquer les idées nouvelles, 
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ou les nouvelles combinaisons des idées précédentes, qu'on rencontre 
dans cette théorie. 

. 4. La réduction d'une nouvelle théorie en symboles, exige une ana- 
lyse profonde des idées, qui figurent dans cette branche; avec les sym- 
boles on ne peut pas représenter des idées non précises. 

5. On ne doit pas représenter par un signe nouveau toute idée in- 
diquée par un mot simple dans le langage ordinaire. Ce point constitue 
une différence importante entre le langage . ordinaire et les notations 
de la logique mathé^latique. 

6. On introduira une notation nouvelle, au moyen d'une d^/îmiiow, 
lorsqu'elle apporte une notable simpliiîcation. On ne formera pas une 
notation nouvelle, lorsqu'on peut déjà représenter la même idée sim- 
plement par les notations précédentes. Ainsi, on n'a pas introduit un 
symbole pour indiquer « le nombre a est premier avec h » car on peut 
écrire D (a , Z>) = 1 . On n'a pas introduit des symboles pour dire 
« l'ensemble u est fermé, ou parfait, etc. > , car on peut écrire Duou ^ 
Du-=Uj etc. (Voir les parties V et VI du Formulaire). 

7. On introduira une notation nouvelle seulement si la simplification 
qu'elle apporte se rencontre dans une suite de propositions. On ne for- 
mera pas une théorie avec des définitions. 

8. Toutefois, il est bien de former une table des noms du langage 
ordinaire qu'on ne traduit pas par un symbole simple, mais qu'on 
décompose dans une combinaisoin de signes. 

9. Si l'on n'a pas ce soin, on aura les mêmes propositions écrites 
plusieurs fois, sous des formes différentes, dont on ne reconnaît pas 
tout de suite l'identité.- Quelqaefois on présente comme un théorème 
ce qui n'est qu'une identité. 

10. Toute définition est exprimée par une égalité ; dans le premier 
membre on a le signe qu'on définit, qui est ou un signe nouveau, ou 
une nouvelle combinaison des signes connus; dans le second on a sa 
valeur (voir Introd., § 36). Il faut que les deux membres soient ho- 
mogènes] ils doivent contenir les mêmes lettres variables. Toutefois on 
peut sousentendre dans le signe qu'on définit quelque lettre variable, 
si elle a une valeur constante dans une suite de propositions. 

11. Nous invitons nos collaborateurs de prendre les lettres variables 
sous la forme a, b , .,. x , y , z y en italique et de représenter les idées 
dont la valeur est constante, par les combinaisons des lettres a, b,... en 
romain, par des majuscules et par des lettres grecques. Dans le ma- 
nuscrit il convient de souligner les lettres en romain, et non les lettres 
en italique. 

12. Il n'y a pas de confusion possible à représenter par une même 
lettre des idées différentes dans des propositions différentes. Car au 



commencement de chaque proposition, il faut toujours dire la signification 
des lettres variables. 

13. Il convient de dire la signification des lettres variables, et non 
des combinaisons, ou fonctions des lettres variables, dont la signification 
est conséquence. 

14. Au lieu de rappeler explicitement dans chaque proposition la 
signification des lettres variables, il suffit de le dire au commencement 
d'un §, ou d'une suite de propositions (voir p. ex. III § 1 , § 2 , ... 
V § 1 , § 2 , ...). Cela ne constitue pas une convention nouvelle, mais 
bien une application des identités de logique a&oc. = :ao.6oc et 
aob.aoc.^.aobc (Form. I § 1 P36 et 39). 

Ainsi (Form. III § 3 P6 , 7) au lieu de dire : 

6'. a,6£N.a£N6.o.D(a,6) = 6. 

7'. a , & e N . a > 6 . o . D (a , 6) = D (6 , a — 6) 

on peut écrire 

6". a,6£N.o:aeN6.o.D(a,6) = & 

r. » o:a>6.o.D(a,6) = D(6,a — &) 

et enfin 

a , 6 e N . : 

6. aeN6.o.D(a,&) = 6 

7. a > 6 . . D (a , 6) = D (& , a — 6) 

comme on trouve dans le Formulaire. 

15. Les expressions, comme a , & e N , qu'on trouve en tête des § ont 
la signification expliquée. Elles n'ont pas exactement la signification 
« dans ce qui suit a , b sont des nombres » , car si la proposition a s N 
se trouve dans la thèse d'une proposition, on ne peut pas la porter 
dans l'hypothèse, sans contredire aux formules de logique; mais il faut 
la laisser à sa place. 

16. Il faut bien reconnaître dans les différentes parties des propo- 
sitions les lettres variables, qui sont apparentes dans une expression^ 
c'est'à-dire telles que la valeur de l'Sqpresslon soit indépendante du 
nom des lettres. Bien que cela soit expliqué dans l'Introduction au 
Formulaire, on l'apprend mieux par l'usage. 

17. Le signe de déduction o entre des propositions a toujours des 
lettres variables comme indices, deux cas exceptés. Il n'a pas d'indices 
écrits lorsqu'il est le signe de déduction principal, qu'on reconnaît au 
plus grand nombre de points écrits à ses côtés ; dans ce cas les indices 
sont sousentendus, et sont toutes les lettres variables qui figurent dans 
les deux membres (Intr. § 14). L'autre cas d'exception se présente 
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lorsqu'il est entre deux propositions cathégoriques, qui ne dépendent 
pas de lettres variables (Intr. § 15), c'est-à-dire qui ne contiennent pas 
de lettres variables, ou qui contiennent seulement de variables appa- 
rentes, ou qui contiennent des .variables qui figurent comme indices 
explicites ou sousen tendus, à un autre signe de déduction, et qui dans 
cette déduction se comportent comme des constantes. Ainsi dans la P6", 
ci-dessus écrite, le premier signe de déduction . o : ne porte pas d'in- 
dices, car il est le signe de déduction principal ; les indices sousentendus 
sont a et 6. Le second signe . o . ne porte pas d'indices, car dans 
les deux membres, il n'y a pas de nouvelles lettres variables. 

18. Le signe s (est) sert seulement pour lier le sujet à l'attribut^ 
l'individu à la classe. Il n'a pas la signification de exister \ on ne peut 
pas trouver une proposition de la forme a?e . On pourrait même théo- 
riquement supprimer ce signe. Car, si aux symboles Np, q, algg , ... 
nous attribuons les significations « est un nombre premier », « est un 
nombre réel », « est un nombre algébrique quadratique », on pourra 
écrire 

Kô-l 

7 Np 6 q ^— ^— algg 

pour représenter les propositions « 7 est un nombre premier », « e est 

1/5-1 

un nombre réel » , « — - — est un nombre algébrique, racine d'une 

équation du second degré irréductible à coefficients entiers » , sans faire 
usage du signe e . 

19. Les signes de logique, qui figurent entre classes, ou entre pro- 
positions, dans le Formulaire, sont au nombre de six, OyO,-, = ,o,A; 
dans la I partie du Formulaire, on donne comme idées primitives les 
^ , - , , et l'on définit les autres. On pourrait faire des combinaisons 
différentes. Dans le manuscrit il est bon de donner au signe « non » 
la forme '-^ , afin de ne le pas confondre avec le — (moins). 

20. Après avoir écrit une formule en symboles, il convient d'ap- 
pliquer à la formule quelques transformations de logique. On verra 
ainsi, s'il est possible de la réduire à une forme plus simple; et l'on 
reconnaît facilement si la formule n'est pas bieu écrite. 

21. Car les notations de logique ne sont pas seulement une tachi- 
graphie, pour représenter sous une forme abrégée les propositions de 
mathématiques; elles sont un instrument puissant pour analyser les 
propositions et les théories. 

22. H y a toujours des difficultés à ordonner les propositions d'une 
théorie. On peut les ordonner selon les signes employés pour les écrire. 
Cette loi conduit, en général, à de bons résultats. 
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23. Dans la numération des propositions d'un § , il est bien de ne 
pas adopter la suite continue des nombres, mais de laisser des lacunes ; 
on y écrira les propositions à ajouter. 

24. Il est bien de reproduire les indications historiques qu'on ren- 
contre dans les livres, sans les vérifier toutes, car cela exige un long 
travail, que pourra faire un autre collaborateur. 

25. On peut aussi publier les démonstrations des propositions, ou 
au moins les liens qui subsistent entre les propositions d'une suite.. 
Mais la transformation en S3'mboles d'une démonstration ^st en général 
plus difficile que renonciation d'un théorème. 

26. La réduction d'une théorie en symboles demande des études, des 
recherches et des soins, qu'on ne s'imagine pas, si l'on n'a pas fait au 
moins une fois ce travail. Nous prions donc nos collaborateurs à com- 
mencer par réduire une partie simple et courte. 

27. Et pour les en récompenser en quelque façon, nous offrons l'abon- 
nement annuel à la Rivista di Matemàtica à tous ceux qui contribueront 
au développement du Formulaire, en ajoutant de nouvelles parties, 
ou en corrigeant les parties publiées, et les notes historiques. 

G. Peano. 
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{a^j c) (b <^ c) = ab ^ c 
ofeoc. = .a-co-6 
[ab c : = : a .b c \ 
a6oc. = .aoc^-& 
a6ocv^eZ. = .a — co — 6ocZ 



4. L - §§ 2-3. 

27. acohc .a^cob^c ,0 .aoh 

28. (ic = hc . a^ c =^ b ^ c , , a ^= b 

29. a = 6. = .a^&oa5 

30. {a^b) [b^c) {c^a)=àb^bc^ca 

31. abocd .b^coa^d,o .bod 

32. (aoa?)(6o-aî) = a-ajv-z&oî 

33. {ax^b''X)(a!x^b''^x) = aax^bb' -^x 

34. - (oa? vj 5 - a?) = (- a)a; v^ (- &) (- a?) 

35. a o 6 = a ^ (- a)& 

§3. 

* 1. a-a = A [Pp.] 
l'.v--A pei^l 

*2. aA = A [aA = aa-a = a-a-=A], 

2. av^v = v 

* 3. Aoa [Aoa.-aoa] 

3. a V 

* 4. ao A = a [P3 . §2 . P16 : . P4Î 
4'. a'^v^a 

6. a^(6-&) = a [P1.P4.0.P51 

6. ab^a-b^a [P5dP6} 

7. aoA. = .a = A [P3oP7] 
7. V a . = . V = a 

(a) ao&.o.a-& = A [Hp. oior-bob-b. PI :o:a-&OA. P7 :o. Ts.] 

(S) a-&==A.o.ao& [Hp. P6 : o : a = a&.§2P33 : o . Ts] 

* 8. ao&. = .a-5 = A [W (â) = PS] 
8'. ao&. = .&w-a = V 

8".a&=>. = .ao-&. 

* 9. au6 = A.==.a = A.6 = A [P7 .§2'.P17 : o. P9} 

10. av^&- = A. = .a- = A.v^.&--=A. [P9 = P10] 

11. a = A . o . 5 = A . . a& = A [P2 Pli] 

12. a6--A.o.a- = A.&- = A [P11=^P12] 

13. ao&.& = A.o.a = A. [P7 o P13] 



I. - §8. 3-4. 



14. aD&.a- = A.o.&-==A. [P13 = P14] 

15. 003^5-03 = A. = . 5oaîO -a 

16. aa;^6-a2 = A.o.a6 = A 

17. aaîv^5-a?- = A.o.a^&- = A. 

18. aaîo6-aî = A.2>aî-5'-i»- = A.o.a6 = A.2>-a^î-&- = A 

19. a?oa.yo5.a6 = A.o.aîy = A 

20. aîi/-==A.aîoa.yo&.o.a6- = A [P19 == P20] 

21. ab=^ A. x^y ^==a^b .xoa .y obioiaox ,bo y .xy = A 

22. xoa.yob.zoc.x ^y^ z^a w & ^ c.a6=A.ac=A.&c=A.o.a=a;.&=y.c=^ 

23. ab=ac^bc=- A.a o 6 o c=^ ^ 2/ ^ z:o.\xoa.yob.zoc:=^:x^a.y=b,z^c. 
2é. aob^a-'b^b^a [Def.] 

25. a o A == a . 

26. a o a = A 

27. a o & = & o a 

28. (a o &) o c = (a o &) o c 

29. - (a ^) = (- a) o 2? = a o (- &) 

30. a=^&oc. = .& = aoc.==.c = ao6 

31. a 6 . &c = A . . oc = A 



§4. 



l.a, &£K . .•. ao &. = : aî£a. Oa;.aî£& [Def.] 

2. *'.o:a = ù.=-.aob.boa [Def.] 

3. » * . . aoô = a?£(a;f a .a?£ô) [Def.] 
3'. » . . a& = a n ô 

4. » . . a^^ô = aîf (a?f a.^^. ajf &) [Def.] 
•5. a£K,o.-a = a3f(a3-£a) [Def.] 

6. » . .'. a = A . = :aîf a . =a:A [Def.] 

7. usK.aeu .0 »a-= a 

8. » .a, &£i^. : a = & . = . 6 = a. 

9. » ,a,byCsu.o:a = b.b = c.o,a = c. 
10. ».a = &.fofw,o.a£w. 



n 



[Def.] 



1. - § 5. 



§5. 
a, h, c, c^fK.o: 

1. f a bja , = : X £ a , Ox • fx € b . 

2. » .Xy yea .x = y .o.fx = fy . 

3. > .o.fa=-ye[xsa,fx=^y\'^^œ^]> [Def.] 

4. » .coa.o .febjc . 

5. » .coa.o . fcofa . 

6. > .0 ./'a= a . 

7. » .boc.o.fecla. 

8. f £ c/a .fscjb.o. f£ cl(a^b) . 

9. » » .o.f(a^b)=^fa^fb. 

10. •> » .o.f{ar>sb)o{fa)rs{fb) . 

11. f y g £ bja . r. f = g . = : X 6 a . Occ > fx = gx . [Def.] 

12. f£b\a.g£c\b.x£a.o. {gf)x = g(fx) • [Def.] 

13. » » .o.gf£c\a. 

14. » » ,h£dlc.o.h(gf) = {hg)f=hgf . 
« £ K . : 

15. f£S\8.X£8.0. f^x = /à? . 

16. » t .m£'N.o.f"^^x = ff'^x. 

17. » . m £ N . . f*» f s/« . 

18. » . m, n £ N . . /'"»/''» = /'«+« . 

19. fy ges\8.fg = gf.m, n£'^ .0 .f^g^'^g^f^ . 

20. » » .m£'^ .o.{fgY' = f'^g'^. 

21. a, b £K . f£ bla . y £ b . .fy = x'£ (fx =^ y) . [Def.] 
21'. » » » .o:x£fy. = .fx = y. 

22. » .o:f£{b\a)msi.=^.f£b\a.f£a\b. [Def.] 

23. ff («/s) sim .X£8,o.Jfx = x .ffx-=x. /= /" . 

24. » ,ay b£K8.o:aob.=^.faofà. 

25. » » ,o:a = b . = .fa = fb . 

26. » » .o:f[a^b) = {fa)n.{fb) . 

27. » . m £ N . . 7^ == J^'» . 

28. /; ^ £ {s\s) sim . . ^= ^ J . 

29. » ^f9=gf.oj9-gfJg--9f' 



[Def.1 



-I jiimiifiJBPn ." 'J» ' 



§6. 



30. fesjs.xes.o. px = x • 

31. f£ (sis) sim . m £ N • . Z'-»» = f"* . 

32. f£s\s.m^ n£N.o,(/'^)'»==«/'*»'». 

33. fa (sis) sito . m, n £ n • o . (/'«»)'• = f "»'» 



[Def.I 
[Def.î 



II. - § ;• 



n. 



§1.' 

a, 6, c, d f q . : 

1. aH-&£q . 

2. a = 6. = .aH-c=:&-f-c. 

3. aH-6 = 6H-a. . . . : . 

4:. (a-hh)-hc = a-h(b'¥'C)=a-hb-hc. 

5. a -4-0 = a, 

6. — a £ q . 

7. a = & . = . — a = — b , 
' 8. — (— a) = a . * 

9. a — a = . 

10. a =,b . *= . a — 6 = . 

11. — (a -+- 6) = — a — & . 

12. a — & = &-+-(—&) = —(& — a). 

13. a -h- b'= c , = .a = c — b , 

14. a-+-6==0.a — & = 0*. = .a = 0.6=»0.- 

15. (a — 6) -f- 6 = a . 

16. (aH-&) — 6*=a. 

17. a — (a — 5) -= 6 . 

18. a H- (6 — c) = a H- & *- c . 

19. a — (& — c) = a — 5 H- c . 

20. a— (&-hc) = a — 6 — c. 

21. afQ. = .a>0. 

22. a>&. = .&<a. = .af6H-Q. = .a — &£Q. 



[v. P53] 
[v. P54] 



n. - §. 1. 



23. a>&.6>c.o.a>c. 

24. a >i> . = .a-\-c>h-{-c . 

25. a>6.c>rf.o.aA-c>&H^d. 

26. a > 6 . =^ — a < -r & . • 

27. a>&.=.c — a<c— 6. ^ 

28. a -h a = 2a . 

2Ô. (a-H-5)H-(a~fe) = 2a. 

30. (a-f-&)^(a — &)=^26. . . 

31. aH-q=^q. • « 

32. q-f-q = q. ' # 
33: — q==q. . * ; 

34. QhIq.^^Q. 

35. ~Q-Q = -Q. ^ 

36. 0-fQ. 

37. q = QorOv-.- Q.* • ' 

• " • •♦ ■ ' . ■' 

41. mod = 0. \ 

42. a f«Q . . môd q = a . S . . . . . ^ . [Def.] 

43. a f — Q.o.inoda = — a. )• • • 

44. mod (a H- 6) i^ mo4 a H- mod 6 . ' [v. P5fc]. 



45. mod ( — a) = mod a . 



f 



51. 7y,«N.o.Zm=lv^2^3o...^m = N-(m-hN) . .* [Def.] 



r=m 



52, » ./-fq/Zm.o.S /'=2 Yr = /l-<-/^-h-...-t-/'m. [Def.] 



53.. 



, g i (Z„|Z„) sim . o . S^^ fr = ^^^f(ffr) , 



n^w' 



54. m, m'£N./^£q/Z^+m'. 0.2 / /V = S fr-{-^ f(m-^r) 

55. m £ N . ff q/Zm. o . mod ^2^'^fr^^~'^ mod A* • 

56. p^ g' £ n . p<iq.o.7i{pj 3^)=^— l-h"Z2_p=n-(2'-hN)-(p— N) [Def.] 
67. mfN.o.Z,n = Z(l, m) • '. ' . 

58. p, 3'fn./^£q/Z(i), g).D.sV=2^/V = /^jp-^Y(i)-Hl)Hir ... -h 
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II. - § 2. 



§2. 

aybj Cy de q,o: , 

1. absq^, 

2. a X & == a& . 

3. aXO = 0. 

' 4. a X 1 == a • 

5. aX(-l)=.~a. 

6. ap = ba. 

7. (ab)c = a(bc) = abc . • * . 

8. a(& -h c) = ad -h oc . , . ' . 

9. a(b — c) = ab — ac , 

10. a& = 0. = .a = 0.^.6 = 0. 

11. a5- = 0. = .a- = 0.&- = 0. 

12. a = 6 . • ao = &c • 

13. ac = &c.c- = 0.o.a = 6. 

14. a, &£Q.o.a&f Q, 

15. a>6.<îf Q.o .oc > 6c. 

16. c £ Q . ac > 6c . o . a > 6 . 

17. mod (ab) == (mod a) (mod b) . 

18. QXQ==Q- 

19. QX(-Q) = (-Q)XQ = -Q- 

20. (-Q)X(-Q)=^Q. 

21. a f q . a - = . . /a f q . 

22. » » . . /(/a) == a . 

23. » , » , . a/a = 1 • 

24. a, 6 - «= . . 1(ab) = Qa)Qb) . 

25. a - = . : a6 = c • = . 6 = c/a . 

26. a, b, c f q . . àbjb = a . 

27. » . . al(ajb) = 6 • 

28. » • . al{blc) = ac/6 ♦ 

29. * • . a/5 = aclbc • 

30. c - = . . (a -h 6)/c = a/c h- 6/c . 

31. mod /a = /mod a • 



[v. P44] 
[v. P45] 
[v. P46] 



[v. P471 



[v. P48} 






---^ - -^^ 



II. — §§ 2-3. 11 



32. a, 6 5 Q . : a > 6 . = . /a < /& . 

33. » •a>&. = .a/&>l. * 

34. /-.Q=«-/Q = -Q. 

35. 6 - =t« . . a/6 = c H- (a — bc)jb ^c-^ipc—- a)\h . 

36. a\h = c/(2 . = . a/c =s= 6/eZ . ^ • 

37. » . = .(aH-6)/6=:(cH-d)/cï. 

38. a>6.o:a/6=-c/e«.=.(a— 6)/&==(c— c2);(Z. -=.(a-4-6)/(a— 6)=(cH-rf)/(c— d) ., 

39. a\h = c/d = e\f. o . a/& = (a -h c -4- e)/(6 -f- d -f- /*) . % 

40. a/& = d/e . 6/c == e//*. o . a/c = d\f. 

41. a/& == e//*. h\c = eZ/e .o.ajc^dlf. 

42. a/6 = c/eZ . e/6 ^^/'/dJ . o . (a -h- e)/6 = (c -4- /'j/d . 

43. m f N . /'f q/Z^. . D^f = n^^fr = (fl) X (/^) X ... X (M [Def.}; 

44. •» » . ^ f (Z,« /Zm) sim . . n'^ V = ïT^'^figr) 



45. m, m'5 N . /'f qlZm+m' . o . n*^"""*""* fr = II' "'/V X n' '" A^ -^- ^) 

46. m £ N . /'f q/Zm. o . a ^"^"^fr = ^"^afr . 

4 * m 

47. » . .n^ f^O.o.OefZn,. • ' 

48. » » . . mod n /V = n mod fr . 



§3. 



a, 6, c, eZ, a', ... eZ' £ q . o : 
1. m £ N . . a*** f q . 



2. 


> 




!«» = 


1. 




3. 


» 




(r = 


0. 




4. 


a* = 


a. 








5. 


a- = 


= 


.m£ — 


•N 


.0 


6. 


t 




.o.a^ 


' = 


1 


m, 


nsN, 


► 


: 






7. 


ara" 


= 


a**H-n , 






8. 


(a«)» 


== 


a"***. 






9. 


(aôr 


= 


a'^ô"». 




. 



ar^\a-m p^f^j 

. . . . ^. [Def.l 



[V. P18Î 



12 H. — §§ 3-4. 

a ■ 

10. a - = . & - == . m, 71 £ n . . P7 . P8 . P9 . 

11. a - = . m f n . 0^ Qa^ = ioT = a-^ . 

12. » . . mod {ày^ = (mod a)*** . 

13. » . . a*** = (mod a^^ . 
lé. a £ - Q . . a2"»+i = — (mod a)2^«+i . 

15. a,&£Q.m£N.o:a^6.=*.a'^^&'^. 

16. a£Q.a>l.m, 7i£N.o:m<7i. = .a'*<a*», 

17. » . a <g; 1 . » . ; m < 71 . = . a*** > a*^ . 



18. 7n £ N . f f q/Zm . o . (H /r)"* -= D (/rf 

^ r=l r — :1 



§4- 



1. (a H- &) (c -f- <i) = ac -h ocî H- &c H- 5d . • 

2. (a — 5) (c -— d) = (ac H- 6cî) — (ad -\-bc), 
S. (a'^b)(a — b)^a^~-J)K 

à. \a-hby = a^-\-2ab-+'bK • 

5. (a — 6)2 = a« — 2a%4-&«. ' * t ^ 

6. (a H- &)2 H- (a — &)2 = 2(a2 -4- &*) 

7. (a-+-fe)2 — (tt — fe)2 = 4a5, * 

8. (aH-6-+-c)2 = a2-h6«-hc«H-2a6H-2ac-f-26c. 

9. a(b — c)-h b{c ~ a) -h c(a — 6) = . 

10. (a — 6) (c — e«) -H- (6 — c) (a — . d) -^^c — a){b — d)=0. 

11. (a-hb-^c-^df -f- (a-hfe— c— (i)2 -4- (an-c— &^e«)2 ^(a-hd — b — cy = 

(— a-}- 6-i-c-i-(i)^-i-(a— &-}- c-i-d^*-K(a-i-6— cH-d)*-h (a-i-6-i-c— d)* = 
*é(a^-i~b^c^-hd^) . 

12. (a-6)2-4-(6-c)2H-(c-a)2=2[(a-fe)(a-~c)-h(6-a)(fe-c)4-(c-a)(c— 6)]. 

13. » * » » =2(a2H-62-Hc2— a&— ac~&c) 

-21. (a'^-+7a6H-62)(a — 6) = a3 — 6^ 

22. (a -H &)3 = a^ -f- 3a2& -F Soè^ -H è^ . 

23. » =a»H-53_^3^(^_^2>). 

24. (a-h&-f-c)3=a3-^-6«^-c3^-3(a2&-^-a^>2-4-a2c-+-ac«-{-5^c^-&c2)^-6a&c , 
.25. » ==a3-H-&3-hc3-f-3(a-h6)(aH-c)(6H-c). 

26. a\b — c) -f- &2(c — a) H- c^(a — p) = {a--b) (a —,c) (& — c) . 



• IL — § 4. la 

C i 

27. a(6«— c«) H- 6(c«— a«) -t- c(a«— 6^) =: (& — a) (c — a) (c — &) / 

28. (a H- & H- c)3 — (6 -K c — a)3 — (c -h a — &)^ — (a -K 6 — c)^ = 24à&c. 

29. a»-f-63-f-c»~Sa6c,==(aH-&H-*c)(a«-H6*H-c*--a6--.ac--6c) 

30. » ==(a-4-&-Fc)[(a — 5)«-f-(6 — c)«-H(c — a)«]/2: 

31. {a-\-b-^c)^ — a^'-b^'-'C^ = S{a-h-b){a'+-b)(b'^c). 

32. » = 3(a -h 6 -h c) (ab^^ ac-^bc)^ Sabc 

33. (aH-&-— c)(a — 5-hc)( — a-i-6-f-c) = a*(&-t-c — a)-4-6*(aH-c — 6) 

-h c*(a -f- 6 — c) — 2ctbc ., 

34. a -h 6 -H c = . . a^ -rh 6^ H- c^ = Sabc . « 

35. a^ -h- 6^ -h c^ =s= *àabc .o.a = & = c.o.a-h6-f-c = 0. 

36. (a -^ by -h{b— *cy H- (c — a)» = 3(a — 6}(6 — c){c — a) . 

40. (a^ -f- â«& H- a&2 -H- &») (a — &) = a* — 6^ 

41. (a -h 6)^ = a^ -+- 4a3& H- 6aV -+- 4afe3 -+- 6* . 

42. (a H- & -f- c)^ = a* -K &* -h- c* -+- 4(a^6 -h- a^c -+- b^a -f- b^c -h c^a -h c^b) 

43. » =^ 2(a« -+- &* -4- c^) (a -f- & -K c)* -H- Sa&c(a -h b-h c) 

H- 2(a«62 _^. «2^2 ^_ ^,2^^) _ (^ _^^ fti _^ c*) 

44. a(&--c)3H-5(c— af-+-<a---&)3==(a— &)(&— c)(c---a)(a-+-6-hc) . 

45. a^{b—c) H- &^(c— a) -+- c^(a— &i = (a—b) (a-rc) (6— c) .(aH-&-4-c) . 

46. (aH-&H-ç)(a-h& — c)(a~6-^-c)(-.ra-h5-^-c)=2(a2&2-^-aV4-•&V)-- 
47. (a»-H62)(a'2H-&'2) _(^':^^jy_^(^5'_^'^)2_(^^'_^^')2^(^'_^^'2,)^ ., 

48. (a»H-&«)« = (a« — Ô«)«H-(2a6)2 

49. (a« -+- c62) (a'2 -f- cb'^ = {aa' -h- cbb'Y -h c(ab' — à'&)« . 

50. » » =(aa' — c6&7-hc(a6' — a'6)2 

51. (a«-f;6«-f-c^)(a'2^6'2H-c'*)— (aa'^-6&'-f-cc7= (a&'— a'&)«H- (oc— a'c)*-4- 

(&c'— &'c)« . 

cd'— c'c2)«-H-(acf'---a'c-+-&tZ'---6'eZ)2-f-(ac?'— a'c^^-&c'--6'c)^ 

53. a*(a -+- b^ -f- a^è^ -+- (a -4- &)262 = (a* -t- a6 h- b^ . 

54. [(a — by -H- (6 — c)2 H- (c — a)«f = 2[(a — 6)* ^ (6 — J)* -f. (c — «)*] 

55. (a-H&)^-+-(a-f-c)^-H(&-i-c)^==(a-+-&H-c)*-i-a*^-6*-i-c^-hl2a&c(a-i-6-hc) 

56. (a* — &2)(c* — c22) == (oc — bdy.— {ad — &c)2 . 

57. (a» -+- oô -h-b*)* — {a^--ab-h b^y = 4aô(a« -hi&2) . 
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IL 



4-5. 



58. a(a — 2bf — b(h — 2ay -= (a — b)(a -h- bf . 

59. a* H- 46* = («2 H- 2ab -h 2&2)(a* — 2a& -h 2b^) . 

60. a^-H- a2&2 H-. 6* = («2 -f- oô -f- ft^^^a^ — oô -4- &«) . • 

61. à\b^—c^) -4- &V— «') -+- cV-^')== («-&)(«— c) (6— c)(a6-f-ac-+-&c). 

62. (a H- 6)5 — «5 _ 2,5 _ ^ab (â-hb) {a^ -h a& -f- 6«) . 

63. (a H- 6)'' — a^ — 6'' = 7a6(a -+- 6) (a« -h- a6 -f- ô»)* . 

■64. a, 6, c, (Z f Q . : a/& = c\d .=. (a -t- 6)2/(c -f- c2)« = (a^ h- 62)/(c«h- d«) . 

^5. (a — c)/(c -- 6) = a/6 .=. c = 2a6/(a 7^- 6) .=. /c = ~ 0^ "^ '^) • 



§5. 



1. a£q.a-==0.0.a*>0. 

2. a, 6, a'^ 6' £ q . a > 6 . a' > 6' . . oa' -h 66' > 06' -h a 6 . 

fHp. o.(a — 6)(a' — 6')>0.o.Ts.] 

3. a, 6fQ.a- = 6^o.a2H-62>2a6. [Hp. . (a«— 6)^ >0 . . Ts.] 

4. (a^ -h «6 -4- 6^)2 < 3(a* H- a^b^ -H 6*) . . 

[3(a* H- a26* -f- 6^) — (a^ -h 06 h- 6*)^ = 2(a — 6)2(a« -h a6 -h 6«)] 



-a, 6, c € Q . - (a = 6 = c) . : 

11. a* H- 6^ H- c* > a6 -h ac -4- 6c . 

[Hp. o.(a — 6)2-+-(a — c)«H-.(6 — c)*>0.o.Ts.] 

12. (a-h6-f-c)2<3(a'^-+-62-f-c*). 

13. (a H- 6 — c)2 -+- (a -H- c ■— 6)2 H- (6 H- c — a)* > a6 H- 6c -h ca . 

14. a6c > (a -H 6 — c) (a -H c — 6) (6 -H c — a) . 

15. 2(a? -+-6^-4- c^) > ab{a H- 6) -H- ac(a H- c) -f- 6c(6 -f- c) > 6a6c. 

16. (a -f- 6) (6 -h c) (c -H a) > 8a6c . 

17. 3(a3 H- 6' -t- c^) >(a -4- 6 -f- c) (a6 H- 6c -f- ca) . 

18. 9a6c<(a-f-6-4-c)(a2^-h62-Kc2). 

19. 8(a3-t-63-t-c3)>3(aH-6)(6-f-c)(cH-a). 

20. 27a6c < (a -h 6 -f- c)^ < 9(a3 -4-6^-4- à) . 

21. a, 6, cfQ.a<6<c.a-h6>c.o. 2(a6-Kac-f-6c)>a2-h62-+-c2. 

22. a>6>c. ^ .b>c>a. o .c>a>6.o.a^6H-6*c-f-c*a<a2cH-6*aH-c*6 . 

23. a* -+- 6* H- c* >.abc{a -h 6 H- c) . 



71(^"CTT"- ' -T^"^ ^'-'WSiSSSr" 



^ «r?»' -^"^•m^y 



IL - 88 5-6. 
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24. a|6 = c/cZ /a > 6 . a > c . . a -h cZ > & -+- c , 

a a-hc • c 

25. a/6 < c/(2 . . — < -^^ -, < — • 

« 

26. a/(a -H 6)< (a -h c)/(a -t- 6 -+- c) 

27.a.==^.o.(^,^J<a5<(.-^). 



a^ 6 £ Q . m, 71, m', n's N , o : 

1. F«fQ-. 

m m 

m mm 

A.y'câ) = ya]/h. 

m m 

6. yj^=iyâ. 

m m 

6. (}/«)'* = ^^». 

1 /m mn 

7. Kj/â = K^. 

, m m' 

8. !î^ = !î^.o.l/^ = ]/^' 
n n * 



§6. 



11. J/a — J/6<[/a-l-.6<Kâ-l-K6• 
— >|/â6. • [Hp. o.G/â-ï/6>>0.o.Ts.] 



2K 



Ô+6 / 2)/â& J 



13. a- = &.o. 



i/— - (a — fe)* 0-1-& i/-r 

14. a>&.Q.|/afe-H '- -■ ^ >—^—>yca> 



86 



Ça 



16 



IL - 88*6-7. 



21. a, b, a', b'sB..h-B'S? , a-(-^fe = a' -i-}/6' . o *a = a'. 6 = 6'. 

ôô ^ I/r l/ ÎTr l/a-i-ya^-b l/o-)/a« — 6 

22. a>^6.o. Yc'-^Vb=y ^— h ^ -—» . 

^ 9. . 

2.3. ' » .o.}/«» — 1/6 = 
24. 



2 . 



,.Lf ««-+-^a«6«-i-F 6'-+-j/a«6*J =[j/a«-i-J/6«f- 
25. 6^ëa.o.j/a+(6Va))/^ + p^a-(6-Ka))/^ = Ki 



oc ^ r^ ,. ^ r/2a-,6-H2j/a(a-6j ty2a-6-2f/a(ar-6) 
26. a, 6 £ Q . b^a.o.l/ = ^ — ^^ / -j- 1/. __^ — i^ ' 



§7- 



1. afQ..aî£q.o.a^£Q. 

4. » . . a^ = 1 . 

5. » . . a—^ = — • • 



m n ' • 

6. » m^ Tif N^. o.a»» = J^a*» , 

7. a > 1 . : a? < 2/ H= . a^ < ay . 

, 8. a£Q.m£Q.m> 1 .0. (lH-a}***> iH-ma . * 

9. » . . m < 1 . . (1 -h ar < 1 -+- ma .T[ ^'^' ^^ ) ^^ ^ ^^1 

10. a s Q.m, n e Q.m>n.o.{l -f- ^)% (l "^ -^)^[('^'^' ^"^) P8 o Pio] 

12. afQ .mfQ. o . {1 -haf^ 1-^- . 

[Hp. P8 . . (1 -+- a)»»+i > 1 -+- a -h w¥i . . Ts.] 

- --«- (=^r< ("-^r [(":; ""t'^'i™] 

* 



T^.^-^ry ' 



II. — §§ 7-8. 17 

— , . , ■ „ ■ I ^ 

21. afQ.a- = l.aîfQ.2/fq.o:y = Logoa? . = o^ = a? . 

22. a£Q.a-=l.a?fQ.o. Loga a? £ q . 

23. » » . . a = a? . 

24. » . a? f q . . Logaa^ == £C , 

25. a;i6fQ.a- = l.&- = l.a?£Q.o. LogoO? = Logaoî X LoêTa^ • 

26. > » » .0.1 = Loga& Logfta 
a £ Q . a - = 1 . Log a? = Log^a? . o : 

27. Log 1 -= 

28. Log a = 1 . 

29. a?^ 2/ ^ Q • • Log (aîy) = Log x H- Log 2/ . 

• aî 

30. » Log — == Log X — Log y . 

*t 

31. a? £ Q . m f q . . Log x^^=^m Log a? . 

§8. 

a, &, c, d, a', 6', i?, g, a?, 2/^ 2; £ q . o : 

1. a?-ha = &. = .a? = 6 — a. 

2. a - = . : aa? = & . = . a? = &/a . 

3. a = 0.6- = 0.o:aa? = &. =^a? . a 

4. a = . & = . . aa? = 6 . 

5. oa? -+- 6 = a'a? -+- 6'. = . (a — a')aî = 6' — 6 . 

6. aîH-2/==a.a? — ^ = &. = .aî = (a-+- &)/2 .y = {a — &)/2 . 

7. i?, g,Jp-f-g-=0.o:aî-h2/=a.aî/p=2//â'•=•^"=i^«/(i'^-5')•y=â'«/(p-^-?^ • 

8. y-4-2; = a.0-i-aî = 6.aî-hy ==c. = .a? = (&h- c — a)/2 . y = (a-f- 

c — &)/2 . = (a -+- & — c)/2 . 

9. y-hz—x^a . z-\-x—'y = b .x-k-y — z^c .=. a? = (6 h- c)/2 . y = ... 

10. 06'— al)~ = O.o:ax-^by = c.a'x -4- è'^ = c'.==.aî = {cb'—c'b)l{ab'—a'b). 

y = (ac'—a'c)l(àb'—a'b) . 

11. x^ysq.- {x=0.y=0).ax-\-by=0.a'x-hb'y=0.'- =^, ^a :=: oô'— a'&=0. 

12. (a—jb) (a— c) (&— c)- = . i a? -h y -+- ^==1 . aaîH-62/-f-C0= d\a^x-\-b^y-+- 

(a—&)(a-«c) ^ 

■•o 1, r^ 2 r2 s ^^ ^ ^^ 

13. a6c-=0.o:a?2/ = a .2/^==6%2;a?=c\='.ii?=— -- . î/ = -; — . z = 

+ b ih<^ . it^ 

2 — Formuf. 



18 n. - §§ 8-9. 

• • — 

.aî* = a*.==.a; = a.^.a;== — a. 

20. 



f a>'0.o:a;*==a. = .a3 = ±: y a . 
21. V a^O.oix^ =--a .=^.x=^0 . 
[ a<0 . : a?^ ==a . =^A. 



23. ) ' P 

k » =0.o: » =.aj = — Y' 

\ » <0. o: » =«;A. 

^ _l- 1/52 ^^ 

a-=0.6* — ac>0.o:aa!î^-f-2te-+-c = 0. = .» = .: ==^4 . 

a 

b 

24. 1 » » =0.0: » =.a? = • 

\ » » < . : » =£c A . 

25. 0? -+- 1/ = a . a?^ = 6 . = . 03 H- y = a * (a? — ^)* = a^ — 4& . 

26. a? H- 1/ = a . as* -h y^ = 6*."== . a? H- ^ =f a . 2a3^ = a* — &*. 

27. a?H-y = a.a3* — 2/* = 6. = .a?-hy = a. a(a? — : y) = 6 . 

28. a?* H- 2/* = a . a?2/ = 6 . = . (a? -h- 2/)* = a H- 2& . (a? — 2/)* = a — 26 . 

29. x^ H- 2/^ = a.a:j-i-2/ = &. = .a?-h-y = 6.a32/= , • . 

30. x*-h y*= a,x-hy=^l}, = .x-+-y = h. 2x^y^ — àb'^xy -h b* — a=0 . 

31. x^-h y^= a ,x-\-y = & . = . à? -h y = 6 . 5bxy(b^ — xy) = b^ — a . 



1. ifq'. 

2. P = — 1 

3. q'= q -f- iq . 

4. a?, 2/, a?', 2/' ^ ^ • c> : i» -^ îy = «'-+- iy\ = .x = x\y^y\ 

5. » . . (a? M- iy) -+- (a?'-h ii/') = (a? H- x) -h.ift/ -+- 2^') . 

6. » . . (a? -h il/) (a?'-h iy') = (a;a!?'— 2/2/') -^ K^v'-^ ^V) • 

7. a?, 2/ f q • . mod [x -+- ii/) = \ x^^ y^K 

8. » .aj*H-2/*- = 0.0-/(^-+-Î2/) = (a? — i2/)/(^^-+-y^;• 
9. qoq. . ' 



y J^ 



n. _§9. 
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10. (^ j [§lPl-20, 28-30, 41, 44, 45, 53-55; §2P1-13, 17, 21-31, 35-48; §3 

Pl-13, 18; §4Pl-34, 36-63; §8P1-13, 25-31] . 
m 

11. aeq'.msl^ ,o.y*a^q'rsX€(af' = a). [Def.J 

m 

12.y*0 = 0. 

m 

12'. a f q'. a-«=0.m£N.o. nom ]/*a = m . 

m mm 

13. as Q. 0^*0 = [/a ['^*l. 

mm m 

14. ae — Q.o.y*a = y{moia)]/*{—l). 

15. J/*l = l,-l.y*(-l) = i,-i. 
16.^1 = l,Z:l±lK2. 

17. InfN.o.KX— 1) = — K*l 

18. I/n = l, -1, i, -i 

i9.K*(-i)=±i:l±iK.^ 



20. 



l/*l=i — l-t-K''>±iV^10 — 2)/5 . — 1— t/5 + ît^l(>-f-2|5 
4 4 



V 4 

21. ^'*l = )/*lvj/*— 1 



tS. J/*(-l) = ±i, 



±]/3±i 



23. ..q.y.Q.o.|/-(«^-My)^± (l/ ^'"' Y ^'" -^' y ^^^ Y " '" ) 

24. . ï/*(«— iy)=± 

25. o - = . : 005* -+-&aî-t-c = 0.«=.îE = 



2 ' "^ 2 

» 



2a 



26. » .0 : oa?* -+- hx^ -+- 



= 0.==. . = |/ L_ 



6^—4:00 



1 



20 n. - §10. ■ 

§ 10. 

«, &, c, a? £ q . m f N . : 

r==m aî»»+i — 1 

1. ce - = 1 . . S ai»»- ^ a -h oaî H- aœ* -+- . . . H- aaf* = a ^_^ • 

2. a-==&.0.2a*«-^6'* = a«» -+- a^-^ &-+-...-+-&"* «= ^-37^ 

6. s'r = 1 -h 2 -H ... H- m = m(m H- 1)|2 . 

r.=l 

6. S r* = !«-+- 2*-+- ... -4-m* = m(m-4-l)i2m-+-l)/6 

7. 21-3== m^{m -+- 1)^/4 -= (2 rf. 

8. S r* = m5/5 -H m^/2 -+- m^/S — m/SO . 

9. S r^ = m^/6 -+- m^l2 -+- 6m^/12 — mJ12 . etc. 

10. ^"^rir H- 1) = m(m -+- 1) (m -H 2)13 . 

11. s r(r-i-l) (r-f- 2) = m(m-(- 1) (m-t- 2) (m-+-3)|4. 

12. S;^ n;^" (r + «) = [ n^"-^' (m + «)]|(n -f- 2) . 

13. S;^ ' {a-hbr) = «a+ ^ & • 

14. S'"r'(2'--Hl) = l-t-3-+-5-i- ... H-(2n-l) = »». 

7iÊN.a?i,{»8, ... a?^,2/i,2/2> ... yn?^^Q•^• 
n 

15. aî4 H- ccg -+- ... -hXn^n]/œ^Xz ... a?n 

17. Xi yi + »« y, ^ ... H- «„ y„ ^ l/(a;i« -i- ... -h »„«) (y,* -t- ... -i- y„») 

18. 1.2.3...»^ [-^] 

19. 1.3.5 ... (2» — 1) ^ «" 



■ " -rscT 



II. - § 10. 
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\yit^\yt /^ v^» 



yi-+-y*-+- — -*-y» 



*^l~i~«l/2-4~ ••• -+-3?^ 



20. (^) (^f.:. Ni ("^-^^^•"^"»i 

\yj \yii \yj ^Vi-^yt-i- — -i-y„l 

22, SB "'*^'a; "'*^* x ^"^"^ Kyi-^«^iû/t-^--^nyn \' 

yl-^-yï-+- - -i-y„ ~\ yi-^yi--+-yn I 



^x^yi+x^t+...+x,^^ 



24. m<1.0! 



22 



IIL - § 1. 



in. 



§1- 

1. Ofiia. 

2. afnXl- 

3. afna. 

4. oô £ n a , 

6. afn6.6£na. = .a = + 6. 

6. afii6.6fnc.o.afiic. 

7. a, 6fnc.o.a-+-&, a — ôfiic. 

8. afnfe.o.ocfn&c. 

9. » ,0 .acsnb. 

10. af6-+-iife.&fc-HnA:.o.a£c-+-nJt, 

11. > .a'£&'-i-nfe.o.a-f-a'£6-h6'H-nfe. 

12. » .o.ca£c&-4-iiA:« 

13. » . a' £ 6' -h n A: . . oa' = 66' -h n fe . 

14. » . o . a*" £ 6*^ H- n A: . 
16. cafc6-+-ncA:.o.a£6H-iiA:. 



20. a -+- 6 f 2n . = . a — 6 £ 2n . 

21. a(a -+-l)£2n. 

22. a(a-+- I)(a-K2)f6n. 

23. a(a-+-l)(2a-4-l)f 6n. 

24. a(2a -t- 1) (7a -+- 1) £ 6n . 

25. (2a-+-l)*--l£8n. 



. a, 6 £ 2n . w . a, 6 £ 2in- 1 , 



III. — 



1-2. 
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àe. a, 6 f 2ii -+- 1 . . a^ — !>2 £ 8n . 

27. db{a:' H- 6^) (a* — 6^) ^ 30n . 

28. a £ n & . m fN . 0\. a*^ « n &*^. 
2^. m f IT . a** f n &"* . . a f n ô . 
30. 0! = 1 






31. a£N.o.»a!=n|^r=lX2X -. X »• « 

32. (aH-ft)!£N(a!)(&!).(a-h6-hc)!fN(a!)(6!)(c!). 

33. m£l-f-N.f£N/Z^.o.(S^/r)!£Nn^[(/^r)!]< 

34. No = N^iO 



[Def.]. 



[Def.J 



§2. . 

a, 6; c £ N , o : 

1. quot (a, 6) = max [(No) r^xË{xb ^ay\ . . . . [Def.] 

2. a < 6 . = ; quot (a, 6) == . 

3. a ^ 6 . = . quot (a, &) £ N . 

4. a £ N 6 . . quot (a, h) = a/& . 

5. rest {a^h) = a — h quot (a, 6) . . . . . . [Def.] 

6. a£N&. = .rest(a,6) = 0. 

7. a - £ N & . = . rest (a, &) £ N . 

8. rest (a, &) < 6 . 

9. g, r£No.a = &2'-+-r.r<6.o.g = quot (a, &) . r = rest (a, 6) . 

10. quot [acy hc) = quot (a, &) . 

11. rest {my bc) = cy^ rest (a, &) . 
' 12. . rest (a -+- 6c, 6) = rest {a, b) . 

13» quot (rt, 6) f N . . a > 2 rest (a, 6) . 
14. a > & . . quot (a, c) > quot (&, c) 
16. & > c . . quot (a, &) < quot (a, c) 

16. a £ Ne . . quot (a -+- 6, c) = quot (a, c) -f- quot (6, c) . 

17. quot { quot (a, &), c } = quot (a, 6c) • 

18. rest (a, &)<quot (a, 6) .=: quot [a, quot (a, 6)J=6 . rest [a^ quot (a, &)] 

= rest (a, b) . 

19. rest (a, 6) = 6 — 1 . m £ N . . rest (a^^*, &) =1 . rest (a«"*-S &) = ^—1 • 

20. a — 6£Nc. = . rest (a, c) -= rest (6, c) • 



24 III. — § 3. 

§3. 
a, t)^ c, d £ N . : 

1. P(a, 6) = max(a/Nr.&/N) . . . . . . . [DefJ 

1'. m£l-f-N./v5N/Z^.o.D(/^Z J=max[(f 1)/N o (/'2)/N -^ ... ^ (fm)/N] pef.] 

2. D (a, 6) = D (&, a) . 

- 2'. 71 f 1 -t- N . f f N/Z, . ^ f (Z JZ J sim . . D(f Z^) = D(f (^Z,)) 

3. D (a, 0) = D (0, a) = a . . . . . j 

4. D(a,-6) = D(-a,6) = D(~a, -&) = D(a/&). i ' "^^^^^ 

5. D (a, a) = a . 

6. a f N & . . D (a, &) = & . 

7. a > 6 . . D (a, 6) = D (&, a — &) . 

8. » . . D (a, 6) = D (&, rest (a, b)) . 
S'. D(a, aH-l) = l. 

9. a, & f N c . o . D (a, 6) £ N c . 

9'. 71 £ 1 -+- N . f £ (Na)/Z^ . . D(/^Z^) £ Na 

10. D (ac, hc) == cD [a, h) . 

10'. D (pt, 6) = 1 . . D (oc, 6c) = c . 

11. D(a,6) = l.==.(l-+-N)o(a/N)o(6/N) = A. 

12. D (a/D [a, h), h\D (a, 6) ) = 1 . 

♦ 12'. n f 1 -4- N . f £ N/Z^ . .-. a = D(f Z J .=: (f Z J/a £ KN.D((/^Z^)/a)=l 

13. D (a, 6, c) = D (D (a, h), c) . 

14. a £ 2N . 6 £ 2N -4- 1 . . D (a -+- 6, a — &) = D (a, &) . 
16. a, 6 £ 2N H- 1 . . D (a -+- 6^ a — 6) = 2D (a, 6) . 

16. m, 7i£N. . D (a, 6) = 1 . = . D (a*^, ô'*) = 1 . 

17. a6 f N c . D (a, c) == 1 . . 6 £ N c . 

18. D (a, c) = 1 . . D (a&, c) == D (5, c) . 

19. D (a, c) -= 1 . D (6, c) = 1 . = . D (a&, c) = 1 . 

19'. D (a, c) = D (6, c) = D (a, cZ) = D (&, d5) = 1 . o . D (oô, cd) = 1 . 

20. m £ l-hN . fs N/Z^ . o .'. D(a, U^^f) = 1 .=: r £ Z^ . Or . D(a, /V)=l . 

21. a £ N6 . a £ Ne . D(6, c) =î 1 . o . a £ N&c . 

22. m£l-4-'N.f£N/Z^:8, ^f Z^ .«-= ^ . Os.^ . /'s£a/N . D(fs, fO =- 1 : 

23. D(a, 6) = 1 . . Nr^^ (D(a, x) T>[h, a?) = a?) = Nn (a6)/N . 

24. D(a, &) = 1 . . Nr^(a6)/N == (N^a/N) X (N-^&/N) . 

25. n£l-hN.ffN/Z^.o.Nr^(/l)/No ... ^ W/N = N o (D(/^Z^.))/N 



III, — § 4-5. 
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§4. 
a, 6, c f N . : 

^ 1. m(a^6) = min(aXNr^6XN) [Def.] 

1'. m f 1 -h N . /£ N/Z,^ . . m{fZ^) = min [(f 1) X Nn (/2) X N r^ 

n(/'m)XNl. . ^ [Def.] 

2. m (a, a) = a . 

3. m (a, 6) == m (6, a) 

3'. 71 £ 1 -H N , f £ N/Z^ . g e (Z JZ^) sim . ô . m (/^Z J = m (f(^Zj) . 

4. a f N 6 . . m (a, 6) = a . * * 

5. m(a, &)=a6P(a,'&). 

6. D (a, &) = 1 . . m (a, &) = oô . 

7. 71 f 1 -+- N . f £ N/Z,, : 7-, « f Z;, . Or, , . D(/V-, /%) = 1 : o . m(/^Z^)=n,Y, 

8. cfNa.cfN^.o.cf Nm (a, 6) . 

9. NaoN&^Nc = Niii(a, 6, c) . 

10. 7i£l-f.N./f.N/Z^.o.(A)XN^ ... rN(/Vi)XN = (m(fZ^))XN. 

11. m (a, hy c) = m (m [a, 6), c) . 

12. m [a, h, c) = abcD {a, h, c) \ [D [a, 6)D (a, c)D (6, c)] . 



§5. 



1. Np = (l-f-N)-^aîf[(l-t-N)^(œ/(l-+-N)) = A]. 

2. 2, 3, 5, 7, 11, ... £Np.. 

3. a£l-4-N.o.miii[(l-+-N)o(a/N)]£Np. 

4. » . . Np '-^ (a/N) - = A . 

5. » :aîfl-HN.aî*^ a.cc^a/N.=a;A .*. o.afNp. 
5'. », laîfNp. » » » » 

6. &f Np.a-£N&.o.D(a, &) = 1. 

7. » . a < & . . D (a, &) = 1 . 

8. a, & f Np . a - = 6 . o . D (a, &) = 1 . 

9. a f Np . &c £ Na . . 6 f Na . ^ . c f Na . 

10. » . 71 £ N . &* £ Na . . & £ Na . 

11. » » .a'*£N&.o.6£a^. 

12. a £ Np . 6 - £ Na . . 6^-^ — 1 £ Na . 

13. » . . (a — 1)! -+- 1 £ Na . 



[Def.] 
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m. - § 6. 



aal H-N.o.min {(l-f-N)o(al -f-l)/N) €Np'^(a-+-N) . 

max Np = A . 

nnm Np =^ oo , 

a? £ N . a? < 17 . o . ce* — a? -+- 17 £ Np . ♦ 

» . a? < 41 . . as* — a? -h 41 £ Np . 
a, 6 £ 1 -+- N . o . mp(&, a) = max (No ^no? f (a f N6*«^) ) [Def.] 

> . . mp(6^ a) £ No . 

» c f N . D(&^ c) p= 1 • . mp{&, a) = mp(&^ ac) . 

a ^ 1 -K N . & £ Np ^ a/N . . D(a/6mp(6, a)^ ^,) = i . 
a, & £ N . .*. a £ N& . == : as £ Np . Oo; . mp(a?, b\ ^ mp(a5, a) . 
a £ 1 -4- N . (a — 1)1 -4- 1 £ Na . . a f Np . 
71, a £ 1 H-.N . /'f (Np I Z^ ) sim . fZ^ = Np^a | N . 8 f Zn-! . o . Np^ 

rfl/n'*^(/V)'"P(A-» «) |N = f Z(s-Hl, n) 



[DefJ 



14. 
IS. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
24. 
25. 
25'. 



31. t^£KN. /" £ (î^/Zûum t*) sim . ^^u = 2_ /"r 

32. 

33. 

34. 

31'. 

32', 

33'. 

34', 



o.nw = n /v 



7i£(Nw^oo).f£(N/ZJsim.o.Sr/r = S _ fr 

. . Urfr = n /v 
1^ £ K(KN) . f £ (w/Znum u) sim . . Su = ^""fr 

» . , 1116 =^ n /v 



n £.(N v^ ^ oo) . fa ((KN)/Z^) sim . o . 2r/V = 2 ' /r 

35. ^ £ KN . . min^ u == min w * ] 

36. » n £ N . o . minH+i t^ = min (î^ ^ (min^ 1^ -h N)) 

37. > » .0.1^^=? min^i 'M > 
36. (Np)^ = 2 . (Np), = 3 . (Np)3 = 5 . (Np), = 7 . (Np), = II 
39. a f N -t- 1 . : mp(a5, à) = 0. = .x-e a|N . , 

41. « . 1 + N . . a = n J(Np).°'P((^P)'-' «)] 

42. . . . N^.a/N = nX(Np).^(^' "^KCNpV- «))] 



[Def.] 



[Def.] 
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(Np),.°'^^"'P(^^ï'^'-'''^«)^] 



43. ïifl-l-N./'£N/Z„.O.D(/'ZJ = nr 

44. > • .o.m(rZ„) = nX(Np).°^W^^P)'-'^^»)0 

45. • . .0:D(/'Z„)=l. = .Np-^(/l)/Nr^...r^(/'»)|N=A. 

§6. 
a, &, c £ N . : 

1. num (N.-^ a/N) =^ nr[mp((Np).-,a)-+- 1] 

2. af N« . = . nnin(N^a/N) f 2N -4- 1 

3. a f N* : = : & f Np ^ a/N , 06 . mp(&, a) f 2N 

A rn/xT ,xrM2 num (N '^ a|N) 
4 [n(Noa/N)f = a 

c r? r-/ xr T\f \ ^ ^ \^ n^im (Np ^ a/N)— 1 

6. mim[(a?, 2/)f (a?, 2/£N.a32/=a.D(ir, y) = l.aî<2/jj=a ^ 

6. num (N o a/N) f 2N . o . num "[(a?, y) £ (a?, î/ f N . œy = a) . a? < i/)l = 

(num(N^a/N))/2 

7. num (N-^a/N) f 2N -h 1 . o . num [(a?, ^) f (a?, y £ N.a?y=a.aî < y)] = 

(num(Noa/N)-t-l)/2. 

8. w = nûm (N r. a/N) . r £ Z^ . o . (N ^ a/N)r X (N ^ a/N)«-r+i = a 

11. 7ra = Za^^[D(a, «) = !]' . • . . . . [Def.J 

12. fa = num(7ra) [Def.J 

13. pi = 1 . p2 = 1 . p3 = 2 . ... 
^14. pa £ N . 

15. D(a, 6) = 1 . &' £ ;ra . . rest {àb\ h) £ Tta . 

16. D(a, 6) = 1 . &', h" £ 7ra . 6'- = 6". o,. rest (a&', &) - = rest (oô", 6) . 

17. D(a,6) = l.o.a?*— l£N&. ^ • 
. 18. D(a, 6) =^ 1 . . p(a6) = (pa) (p&) , 

19. n £ 1-+-N . fe (N/ZJ sim : r, s £ Z^ . Or,« . D(/r, f«)=l : o .-. p(n(f Z«)) 

'=n(p(/Z„)X 
20! Srp((N^a/N)r) = a 

21. (pa = Ur[l — l/(Np o a/N)r] 

22. D(a, 6) = 1 . . (N^3c7(a^ — 1 £ N&)) - = a 

23. ^ . : a? £ [min (N^;»7(a«^ — 1 s N&))]XN . = . a*' — l &N& 

24. a £ 6 — N . D(a, b) = D(&, c) = 1 . o . N^^(rest {acP'^ b)=a) î= 

[min (N^^(ôy — 1 £ Ne))] X N 



■ • >^..<"-.-^ 3» r>- 
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IV. 



Def. 

(§ 2) { 1. n £ N . /-« GjZn+i . . Si»+Y= ^^f-h A»» ->- 1) 

l 1. A,B«G.o:A>B. = .A£B-)-G 
^^ ^M 2. » .b:A<B. = .B>A 

A, B, C £ G . : 

1. A — B = GoXi(A = B-f-X) 
(§ 4) { 2. A — B-+-C = (A — B)-i-C 

3. A-t-B — C = (A-4-B) — C , 

4, A — B — C = (A — B) — C 
11. AfG.o.lA = A 

^^^M. 2. » TieN.o-. («-f-l)A = nA-i-A 

m 
t 1. AjBêG.TO, »fN.o:A = — B. = .nA = mB 

<§6) "" mm 

[ 2. Af G . a £ R . m, 71 £ N . D(m, 7i) = l.a=»— .o.aA = — A 
' n n 

l 1. AfKG.XfG.o:X<rA. = .A-^(X-+-G)- = A 
^^ ^M 2. » BfG,o::rA = B. = .-.X£G.Ox:X<l'A.=.X<B 

1 1. A£G.a£KR.ra£Q.o.(ra)A = l'(aA) 
^^ ^^1 2. » m£Q.o:mA= [l'(Rr^^(aî<m))}A 

( 1. A, U £ G . . A/U=r { R o ^(w, na; f N . (?ia?)U <?iA.-=^a) } 
^^ ^M 2. » . . r(A/U) = R r^cc7(n, Tiaj f N . (wa?)!! < nA.-=^A) 



IV. - § 1. 



2» 



Pp. 
A, B, C £ G . : 

0. A-hBfG 

1. A = B.o.Ah-C = B-kC 
1^. » .o.C-+-A = C-+-B 

2. A-f-C = B-+-C.o.A = B 
2^. C-+-A==C-+-B.o.A = B 

3. A-^B = B-+-A 

4. (A-f-B)-f-C = A-4-(B-t-C) 

5. A = BwA>B^A<B 

6. A-f A-hG 

•7. G-^Xl(X<A)- = A , ' 

84. A < B • o : m 5 N . mA > B . - =^ a 

82. TifN.o. — AfG 
n 

8. HfKG.H- = A:A£G.Ho(A-+-6)-=A:o.M'HfG 



1. Ppl . Pp3 . . Ppl^ (§2P1> 

2. Pp2 . Pp3 . . Pp24 (§2P2) 

3. Ppl^ . Pp3 . . Ppl (§2P1') 

4. Pp2i . Pp3 . . Pp2 (§2P2') 
6. Ppl Ppl^ . . - Pp3 

6. Pp2 o Pp2i . . -JPp3 * , 
5'. Pp3 . . (- Ppl . - Ppli) v^ (Ppl . Ppl J 

6'. Pp3 . . (- Pp2 . - Pp2 J w (Pp2 . Pp2,) 

7. Ppl . Ppli . Pp2 . Pp2i . - Pp3 . - = A 

8. Ppl . Ppli . Pp4 . PpSjj . . Pp7 (§6P2) 

9. Pp7 . - PpSg . - = A 

10. Ppl . Pp2 . Pp3 . Pp4 . Pp6 . Pp6 . Pp8 . . Pp8, (§7P6> 

11. Pp8i.-Pp8.-==A 

12. Ppl . Pp2 . Pp3 . Pp4 *Pp5 . Pp6 . Pp7 . Pp8 . . Pp8j (§7P8) 

13. Pp82 . - Pp8 . - = A 






^ ly- — §§ 1-2. 



14. Pp(l . 1^ . 2 . 2i . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 81 . 82)=/Ppl ^ ^Ppl^ ^ fPp2 ^ /Pp24 

w ^Pp3 ^ fPp4 v^ rPp5 o fPp6 v^ fPp7 o ^Pp8 ^ il^^S^ ^ iYi^S^ (Def.) 

15. f£ Pp(l^ .2 .3.4.5.6.7.8)/Z8 . : fi.f2.f3.fé.f6.fQ.f7. - /8. - = a 
15'. ffPpCl .2,.3.4.5.6.7.8)/Z8.o: » ' 

15". fa Pp(li.2 .3.4.5.6.7.8)/Z8 . o : 
15". f£ Pp(li.2,.3.4.5.6.7.8)|Z8 . : 

16. f£ Pp(l .2 .3,4.5.6.8i.82)/Z8 . : » 
16'. /^f Pp(l .2,.3.4.5.6.8,.82)/Z8 . : 

16". /^f Pp(li.2 .3.4.5.6.8i.82)lZ8 .0: 
16"'. /^£ Pp(li.2i.3.4.5.6.8i.82)/Z8 . : 

17. f£ Pp(l .2 .3.4.5.6.7 .8,)/Z8 . : 

17'. .f£ Pp(l .2,.3.4.5.6.7 .8,)/Z8 . o : . » 

17". /'£Pp(l,.2 .3.4.5.6.7 .8J/Z8.0: » • , 

17'". ff Pp(li.2,.3.4.5.6.7 '.8 j/Z8 . : 

18. f£ Pp(l .li.2.2,.4.5.6.7 .8 j/Z^ . : A./^/3./4./'5./B.f7./«.-f9.-=A 

19. /'f Pp(l .1,,2.2,.4.5.6.8,.82)/Z9 .0 : 

20. /^f Pp(l .1,.2.2,.4.5.6.7 .8,)/Z9 . : 



§ 2. , 
A, B, C, D £ G . : 

1. A = B.o.C-4-A = C-f-B [1.3] 

[Hp. Ppl, 3 : : A-hC=BH-C . A-f-C==CM-A . B-hC=C-+-B : : Ts] 

1'. A==B.o.A-4-C==Bh-C [1^.8] 

[Hp. Ppl„ 3 : : C-hA=CH-B.C-hA=A-+-C. CH-B=B-hC : : Ts] 

2. C-4-^==C-hB.o.A = B • ^ [2.3] 

[Hp. Pp3 : : A H- C = B -+- C . Pp 2 : : Ts] 
2'. A-+-C = B-hC.o.A = B [2^,3] 

[Hp. Pp3:o:C-+-A = CH-B.Pp2i:o:Ts] 

3. A = B.C = D.o.A-f-C=B-+-D [1 . 1 J 

ffip. Ppl.l, :o:A-hC = B-f-C.B-4-C = B-hD:o:Ts] 
'4. A = B.A-4-C = B-f-D.o.C = D [1.2J 

[Hp. Ppl : : A-f-C=^BH-C . Hp : : BH-C=B-hD . Pp2, : : Ts] 
5. C = D.A-4-C = B-f-D..o.A = B * [li.2] 

[Hp. Ppli : : A-hC=A-hD . Hp : : A-hD=B-i-D . Pp2 : : Ts] 
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6. 7i£l-hN./'fG|Z^.o.Si«/'£G 

[(a) Hp. PpO : : 2 f wf (Ts) 

(â) Hp. m f ^ (Ts) . h a G/Z^^^ . PpO : o : S^^** /i -f- 7i (m -+- 1) £ G . 

PpO : : Si*^^* 7i£ G : o : m -f- 1 £ n£ (Ts) ^ 

(a) . (/3) : Pi : : Ts] 

7. TifH-N . /^fG/Z,, . feQ\Z^ : sfZ,, . o, . fs^fsio .\ SiY=-SiY' [1 . 1 J 

[P3,6.Pi:o:P7] 

8. n'f 2 -4- N . f £ G/Z^ . . S^Y = A -^ 2«Y [1 . Il . 4] 

[(a) Hp. Pp4 : : 3 f w7 (Ts) 

(fl) Hp. m £ 7Ï£ (Ts) . h £ G/Z,,,+4 . Ppl : o : S^^^+^/i = (hl -f- Sj*"/!) 

-4- h(m -4- 1) . Pp4 : : 2^«»+^ /i = ^i -4- ( ^^h-^ ^(mH-1) ) . 

Ppl^ : : ^^^'^^h = \-^ Sg^^+^Ti : : m -+- 1 £ nT (Ts). 

(a).(^).Pi:o:Ts] 

9. 7i£2-hN./^£G/Z.,.r£Zn-i. 0.2^=^27-4-2** /^ [l.li»4] 

1 j **+i 

■ [(«) Hp. P8 : o : 1 « r7 (Ts) 
(ô) Hp. r = « — 1 . Def 1 : : Ts 

' (y) Hp. r<«-l.P8:o:S"^/=/'(r + l) + s"^^/'.Ppl,:o: 
S/+ S^^^j/ = ^[f^ifir H- 1) + Sj^/) . Pp 4 : : ^\f+ 



1 ' r+if 

(5) Hp. (7):oîr<TC— l.rf ri (Ts) . o . r-t- 1 £r7 (Ta), 
(a) . (â) . (5) . Pi : : TsJ 

10. «£H-N./'eG/Z„.r,«aZ,.0.S"/'=(;;|*)2"/' [1.3.4] 

[(«) Hp. Pp3 : : 2 f «l (Ts). 

(6,) Hp. m«^ (Ts) . A.G/Z,„^,.r,8.Z«. Ppl:o:?~'^';i=(^| *) S^'^'ft . 

(6,) m.l-HN.ft£G/Z„+i . P9. Pp3, l:o:S;-"V= (^^1^4 ^^''^ 
(5) Hp. ms ^E (Ts) . (ôj) . (Sg) : : m -t- 1 £ TÏf (Ts) 
(«).(-8).Pi:o:Ts] 

11. « f 1 + N . /. GjZ,. . ^ f (ZJZ J sim . . S >= s'^Vr) ' [1 -. 3 . 4] 

1 f*J— il 
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IV. -^ 



2-3. 



[(a) Hp. Pp3 : : 2 f 7* f (Ts) 



(ÔJ Hp. mena (Ts) . h e G/Zm+i . v a (Zm-hi/Z^H-i) sim . t;(m-f-l)=* 

m-i-l.Ppl:o:S ^ = S 7i(vr) 

(/?g) m f 1 -f* N . /i f G/Z,«H.i . V a (Zm+i/Zm+i) sim . s a Z«-|.i . t;« = 



m- 



-l.P10:o:S 



r=m+l 



(/?) Hp. m£ ni (Ts) . (ig J . (ÔJ : o : m -4- 1 f tÎI (Ts) 
(a).(/3).Pi:o: Tsj 



-G.Defl:o:Ts] . 

(Defl = Pr) 

. [3] 



§3. 

A, B, C, D £ G . : 

1. A = B.B>C.o.A>C 

[Hp. Defl:o:B£C-f-G.Hp:o:A£C- 
1'. A = B-+-C.o.A>B 
r. » .o.A>C 

[Hp. Pp3 : : A = C-f- B . PI' : : Ts] 

2. A>B.B>C.o.A>C [1.4] 

[Hp. Def 1 : : A £ B -f- G . B f C -h G . Ppl : : A £ (C-h G) -f- G. 
Pp4, : : A £ C -h G . Def 1 : : Ts] 

3. A>B.o.A-+-C>B-+-C ' [1.3.4] 

[Hp. Def 1 : : A £ B -f- G . Ppl : : A -h C f (B -4- G) -h C . Ppl, 3, 
• 4:o:A-f-C£(B-f-C)-4-G.Defl:o: Ts] 

4. A>B.o.C-4-A>C-4-B [1,.4] 



[Hp. Def 1 : : A £ B -4- G . Ppl^ : o : C -h Af C -+- (B - 



■G.Defl:o: Ts] 



G . Pp4 : : C - 
Ts] 



o:C-hA£(C-i-B) 

5. CH-A>C-f-B.o. A>B 

[Hp. :o:C-+-A^(Ch-B)- 
Pp2i:o:A£B-hG:o 

6. A-f-C>B-hC.T).A>B 

[Hp. Pp3.Pl:o:C-4-A>C 

7. A = B.C>D.o.A-f-C>B-4-D 

[Hp. Ppl.P4:o:A-4-C = B-+-C.B- 

8. A = B^. C>D.o.CH-A>D-f-B 

[Hp. Ppl , . P3 : : C -f- A = C -f- B . C 



A£C 



-G).Pp4: 

[2,. 4] 
-(B-4-G). 

[2.3.41 



B . P5 : : Ts] 
C>B 



[l.li.4] 
D . P 1 : : Ts] 
[1.3.4] 
B>D-4-B.Pl:o:Ts] 



fV^ ^■'•fe ' \*J^ *""T^ , 



IV. - § 3. 3â^ 

9. A > B . C> D . p . A -f- C> B -h D [1.3.4] 

[Hp. 'P3,4:o:A-hC>B-f-C.B-+-C>B-4-D.P2:o: Ts] 
' 10. A > B . . A -h C> B [1.4] 

[Def 1 : o: A-4-C > A . Hp. P2 :o : Ts] 

11. A>Bh-C.o.A>B • / [4] 

[Hp. :o:A.f(B^-C)-4-G.PpO,4:o:AfB'-hG:o: Ts] 

12. A>B-4-C.o. A>C [3.4] 

[Hp. Pp3 . P 1 : : A > C H- B . Pli : 0*: Ts] 

13. A-hB=-C-hD.A>C.o.B<D [1.2.3.4] 

[Hp. : : A £ C -h G . Ppl . Hp : : C M- D £ (C -f- G) -4- EL . Pp4, 2, 
7 : D £ G -+- B . Pp3 , Def 1, 2 : : Ta] 

21. .A- = B.o. A>Bv^A<B [5] 

[I §2P25 : : P21 = Pp5] 

22. A->B.o.A = BoA<B - [5] 

23. A-<B. o.A = Bv^A>B [5] 

24. A=-B.o. A->B.A-<B ^ [6] 

[Hp. (A> B^ A < B) . PI : : B>B . Def 1 : o : B £ B -hG . Pp6.I 
§3Pl : .-. A=B.(A>Bv^ A<B) : = a . I §3P8 . §2P7.-.o:P24] 

25. A>B.o.A- = B.A-<B ^ [6] 

26. A-<B'.o.A- = B.A->B [6] 

27. A-.= B. = .A>BwA<B [5.6] 

[P21, 24 . 1 §2P1, §1P3 : o : P27] 

28. A->-B. = .A = Bv^A<B [5.6].' 

29. A-<B. = .A = BwA>B [5.. 6] 

âl. G-=:A.o.nuinG = oo , . [6]: 

[(a) Hp. . . A £ G . - =A A 

(6) A£G.PpO;o:AH-AfG 
(y) A£G.Pp6:o:A- = A-+-A 
. -Hp. ?j £ N. numG>n . (a) . (B) . (y) :o: num G>7H-1. Pi :o: TsJ 
32. G- = A.o.num(A-HG)=i=oo [<>] 

3 — Formul. * 



•;"'-TT''T. " )P»'i 



34 . rv. — § 4. 

A, B, C, D f G . : 

1. A>B.6.A— B£G [2J 

[(a) Hp. §3 Def 1 : : X* G . A = B -(- X . - =x A 

(Ô) X, Y « G . A— B=X . A— B=T . Def 1 :o: A=B-i-X . A=B-<-T 

: : B -4- X = B H- Y . Pp2i : : X = Y 
(«) . (ô) : . • . A > B . A — B - f G : = A , I §3P8 : : P 1] 

2. A — B«G.o.A>B 

[Hp. Def 1 : : A = B H- (A — B) . Hp. §3 Def 1 : o : Ts] 
2'.A>B, = .A — BfG [2J 

3. A — B-«G.o.A<B r2i.6] 

tPl . I §2P4 :o:A — B-£G.o.A->B. §3P22 : o : P ,3] 

4. A<B.o.A — B-«G . [5.6] 

|T2 . §3P28 . 1 §2P4 : : P4] 

6. A>B.o.A = B-i-(A — B) \2J 

[Hp. Pl:o:A — BfG.Defl:o: Ts] 
. 6. A > B . . A = A — B -t- B [2.3] 

6'. A>B.p.B = A — (A — B) " [2.3] 

[Hp. P5 . Pp3 : : A = (A — B) -H B . Def 1 : : Ts] 

7. A = A-i-B — B [3] 

[Pp3 : : B-t-A=A-(-B, Def 1 : o : A=(A-+-B)— B . Def 3 : o : Ts] 

8. A = B.A>C.O.A — C = B — C [2il 

[Hp. §3P1 : : B>C . Hp. P5 : o : A=C-i-(A— C) . B=0-+-(B— C) . 
Hp. : : C-f<A— C)=Ç-H-(B-C) . Pp2i : o : Ts] 

9. A = B.C>A.o.C — A = C— B [1.2J 

[Hp. §3P1 : : C>B . Hp. P5 : : Ç=A-+- (C— A) . C=B ■+■ (C— B) 
: : Ah-(C— A)=B-+-(C— B) . Hp. §2P4 : o : Ts] 

10. A = B.C = D.A>C.o.A — C = B — D [l.Sj 

[Hp. §3P1 : o : B > C . B > D . P8, 9 : : A— C = B— C , B — C = • 
B — D:o: Ts] 

11. A>C.B>C.A — C = B — C.o.A = B [1, . 2 J 

[Hp. • PI . Pplj : : C -+- (A — C) = C -H (B — C) . P5 : : rft] 

12. OA.O.B.C — A = C — B.o.A = B- [2.2J 

[Hp. P5:o:C = A-H(C-A).C = B4-(C — B):o:Ah-(C— A) 
= B -+- (C— B) . Hp. PI . Pp2 : : Ts] 
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13. A>B>C.o.A-0>B-C [1.2i.4] 

[Hp. §3P2 : : A>C . Hp. P5 : o : A=C-4-(A— C) . B=C-f-(B— C) . 
Sp. §3P1 : : C-h(A-C) > C -h (B— C) . PI . §3P5 : o : Ts] 

14. A>C.B>C.A — C>B — C.o.A>B [li.g^.é] 

[Bp. Pl.§3P4:o:C-t-(A — C)>C-4-(B— C).Hp. P5:o: Ts] 

15. A>B.C>A.o.C — A<C-B [1.2.3.4] 

[Hp. §3P2:o:C>B.Hp. P5 :o: A-4-(C — A) =-B-+-(C — B). 
Hp. §3P13 : : Tb] 

16. OA.OB.C — A>C — B.o.A<B [1.2.8.4] 

[Hp. P6 : : (C— A) -f- A = (C— B)h- B . Hp. pP13 : o : Tb] 

17. A — B = C.o.A = C-hB [1.2.8] 
t(a) Hp. P2:o:A>B 

Hp.Ppl:o:(A— B)-4-B=a+-B.Pp3:o:B-+-(A— B)=C-hB.(«).P5:o:Tb] 

18. A — B = C.o.A = B-4-C [li.2j 
[(«) Hp. P2 : : A > B 

Hp. Ppli :o:B-t-(A— B) = B-i-C.(«).P5:o:Tb] 

19. A — B>C.oi.A>C-4-B [1.2.8.4] 

20. » .o.A>B-+-C [li.2i.4] 

21. A>B-t-C.o.A — B>C [1.2i.4] 

[Hp. §3 Def 1 : o : B-f-C>B . Hp. P13 :o: A— B>(B-i-C)— B Def 1. 
§3P1 : : Ts] 

22. A>B-i-C.o.A — C>B [1.2.8.4] 

23. A<B-f-C.A>.B.o.A— B<C [1.2». 4] 
23'.A<B-t-C.A>C.o.A — C<B [1.2.8.4] 

24. B>C.o.A-+-(B-C) = A-f-B — C [1.2.8.4] 

[Hp. P6 : : (B— C)-+-C = B . Ppl^ : o i Ah-((B— C)-i-C) = Ah- B . 
Pp4:o:(A-t-(B— C))-t-C='A-f-B.Pp3.Defl:o: Ts] 

25. B>C.A>B— C.o.A — (B — C) = A-+-C — B [1.2.3.4] 

26. A>B.B>C.o.A — (B — C) = A — B-+-C [1.2.8.4] 

27. À>B-i-C.o.A — (Bh-C) = A — B — C [1.2.8.4] 

28. A > B . . A — B < A [2.3] 

[Hp. P6:o:(A — B)-+-B = A.Hp. Pl.§3Defl 'o: Ts] 

29. A>B.B>D.D>C.o.A — C>B — D [1.2.3.4] 

[Hp. §3P2 . §4P13 : : A— C> B — C . Hp. §3Ï : o : (A — C) h- 
D>(B-C)-t-D . P6.§3P1 : o : (A— C)-t-D>B:. flp. P23 :o: Ts] 
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31. A£G.o.G^X"£(X<A) = Go(A — G) . [2.31 

[(a) Hp. B £ GrT(A — G) . P2, 28 ro : B < A 
(Ô,) » Be G^Ts (X<A) . P6' :o: B^A— (A— B).P1 :o: Bf A— a 

' » (a).(;8).I§4P2:o: Ts] . ' 



• ' . ' . §5. 

A, B, C £ G . m, n f N . : 

1. T^AfG 

[(a) Hp. Def 1 : : 1 £ n£ (Ts) • 

(0) » nenë (Ts).F0:o:nA-^AaG.Def2:o:{n-+'l)AeGz: 

om-hlene (Ts) 
Hp. (a).(/S).Pi:o: Ts] ' - . 

r. NG=^G ' 

[Def 1 .f>l : : G NG . NG o G . I §4P2 : o : PI'] 

2. f£ G/Z^ :8eZ^.Os.f8=^A:o.'. 2iY= tiA [1 . 1 J 

[(a) Hp. Def 1 : o : 1 £ n£ (Ts) 

(/S) » m f n£ (Ts) . h a G\Zm^\ : s a 7im-^\ . Os . ^ = A : PI . §2PS-, 

^\ .•. S*" 7i = mA H- A . Def 2 .-. D .*. S*" /i = (m -k 1 ) A^ 

1 1- ^ ^ 

/. .'. m-4- 1 £7l£ (Ts) . • 

Hp. (a) . (â) . Pi : : Ts] 

3. A==B.o.7iA = 7iB [l-lil. 

. • [(a) Hp. Def 1 : : 1 £ ni (Ts) 

{S) > mana (Ts) .■§2P3 . Def 2 : o : (m-t^ 1)A = (mn- 1)B •Ta 

:o:m-hlana (Ts) 
Hp. .(a).(i0).Pi:o: Ts] 

4. m = n . . mA = nA • [IJ 

[(a) Hp. Tn . Def 1 : o : (1, 1).£ (m, n) a (Ts) 

(/S) » (m', n') a (m, n) £ (Ts) . Ppl . Def 2 :o:(m'-}-l)A=(7i'-4-l)A* : 
Tn : : (m'-+- 1,. n'-\- 1) £ (m, ti) £l(Ts) ' 
- Hp. (a) . (y3) . Pi : : Ts] 

5. A = B.m = 7i.o . mA == riB [1 . 1,| 

6. mCA-hB)=-mA-f-mB* -[1.3-41 



•, «iU^\W^-*2^'"-^'<* 
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[(a) Hp. §2P3 . Def 1 : : 1 f ml (ïs) 

{S) » nemTa (Ts) . Ppl : o : n(A-i-B) -h- (A-4- B)= nA -4- nB -4- 
(A -t B) . §2P10, 11 : : nCA-4- B) -f- (A -4- B) = (nA-4- A) -f- 
(nB -h B) . Def 3 . §2P3 : : (71 ^ 1) (A -4- B) = (n -h 1)A -f- 
(ti h- 1)È : : n h- 1 f mf (Ts) 
Hp. (a) . (/3) . Pi : : Ts] 
' «'. /f G/Z, . .. m(S,Y) = 2,'^(m/^) ' [1.3.4] 

7, (m H- 7i)A = mA -+- nA [1 • li • 4] 

[(a) Hp. Defl,2.Ppl,:o:(m-f-l)A = mA-4-lA:o:l£n7 (Ts) 
■ - </3) » n'£ 7>1 (Ts) . Ppl : : (m -f- n')A -h A =.(wAH-n'A) -f-A . 
Ppl, , 4 . Def 2 . Tn . P4 : : (m-h(ii'H-l))A= mA -+- (ti'-kI) A : 
: n'-\- le ni (Ts) 
Hp.'(a).()0):Pi:o: Ts] 
7'. r £ N/Z, . . (S,Y)A = 2^î^(fr)A [1.1,. 4] 

^ m(7iA> = {mn)k [1*3 . 4] 

. [(a) Hp*. Tn . Def r : : lA = A . m == m X 1 • P5 : : m(lA) « 
(m X 1)A : : 1 f rïl (Ts) 
(iS) Hp. n'a n s (Ts) . Ppl-. PI : o : m(iiA) -h mA = (m7i')A H- mA . ' 
P6, 7 : : m(n'A-+-A) = (mn'-h m)^ . PI, 3, 4 . Def 2 . Tn : cj : 
m((7i'-H 1)A) .= (m(7i'-4- 1))A :o : n'a nTa (Ts) 
Hp. (a) . (iS) . Pi : : Ts] 
' -9. A > B . . mA > mB ^ ^ [1.3.4] 

[Hp. : o : A £ B -h G . Hp. PI, 3, 6 : : mA f mB -f- G : : Ts] . 

10. m > 71 . o . mA > nA * [1 . î, . 4] 

[Hp. Ti; . . m f n "t- N . Hp. PI, 4, 7 : o : mA f nA -4- G : o : Ts] 

11. A > B . m = 71 .o . mA > nB * [1.3.4] 
« • [Hp. P9, 4 : : mA > mB . mB = 7i5 . PI . §3 PI : : Ts] 

12. A = B . m > 71 . . mA > TiB ' [1 . 1, . 4] 

[Hp. P3; 10 : o : mA = mB . mB > TiB . §3P1 : o : Ts] 

13. A > B . m> n . a . mA > TiB [1.3.4] 

14. mA = mB . o . A = B [1.3.4.5-6] 
, [A, B-f G . m f N, A-=B.§3P27.P9, l:o:mA-=mB. I §2Pl.-.o.-.P14] 

15. mA > mB . . A > B [1.3.4.6.6] 

16. mA =^ 7iA . . m = 71 [1 . 1, . 4 . 5 ..6] 
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[ A f G . m, n £ N . m - = n . Tn . §3P27 . PIO : o : mA - = nA . I §^ 
PI .-.o. -.Pie] 

17. mA>nA. . m>7i [l.li.4.5.6) 

18. A>B.o.m(A — B) = mA — mB [1.2.3.41 

[Hp. §4P5 . P3, 6 : : mA == m"B -+- m(A — B)'. §4 Def 1 : o : Ts] 

19. m > yi . . (m — n)A = mA — nA [1 . li . 4J 

[Hp. Tn:o :m = 7i-h(m — 7i).P4,7:o: mA==nA-+-(m--n)A.. 
§4Defl:o: Ts] 

20. j? £ N . (mp)A == (np)B . o . mA = nB 

21. » . (mp)A > (np)B . o . mA > nB 

22. n £ 1 -f- N . . nA > A 

[Hp. Tn . . n> 1 . P12 . Def 1 . §8P1 : o : Ts] 



[1.3.4.5.6Ï 

[1.3.4.5.61 

[l.li« 



23. A = B . . m £ N . mA > B . - =^ a 

[Hp. Def 1 . P22 . §3P1 . Tn : o : Ts] 

24. A > B . . m f N . mA > B . - =^ a 



[l.li*I 

"[Hp. P22 . §3P2 . Tn : p : Ts] 
25. aî£R.n,wa?£N.nA=(nic)B.o:m,miC£N. o^.mA=(ma?)B [1. 3.4.5.6 J 

[Hp. m, ma? £ N . P3, 4, 8 . Tr : : 7i(mA)=7i((maj)B) . P20 : o : TsJ 



31. mA > B . - = 



[I.I4.4.5.8J 



[(a) Hp. A > B ^ P23, 24 : : Ts 
(8) » A < B . Pp8i : : Ts 
_ » (a) . (ê) . Pp5 : : Ts] 

32. A>B.o:m£N.(m-+-l)B>A>mB.-=^A [1 . 1^ . 4. 6 . 6.8;i 

[(a) Hp. P23, 24 : : N o^ (ccB < A) -=a . P17, 31 .•§3P1, 2 . Ta 

: : max(N^^(a?B < A)) £ N 
(6) Hp. m = max(N^ 'xe {œB< A)) . §3P28 : : (m -f- 1)B > A. 
» (a) . (ô) : : Ts] 

33. U £ G . A<B . 0: aj, 2/ £ N . œA<yJJ<xB . - =0;, y a [1.3.4.5.6.8 J 

[(a) Hp. §4Pl,P31:o:m£N.m(B — A)>U.--=^A 

(6) .^ m £ N . m(B — A) > U . mA < U . P18 . §4P19 . §3P12:ot 

U < mB : : (m , 1) £ (a?, y) £ (Ts) 

(7) Hp. m£N.mA>U.P32:o:n£N.(?n-l)U>mA>nU- 






IV. — § 5. 39 

(8) Hp. m,neN.TO(B— A)>U.mA>U.(«-4-l)U>mA>«U. 
§3P9 . §4P19, 6 : : mA < (n-+-l) U <mB : o : (m, « -h 1) 

«(^yp (Ts) 

_Hp. («).(^).(y).(8).Pp5:o:Ts] 

34. GoX£(X<A) = A.o.G = NA [1 .3.4.6. B-SJ 

[(«) Hp. BfG,§3P23:o:B>A.P32:o:m£N.(m-f-l)A>B 

>mA.-!=wA 
^(B) Hp. BÉG.meN.B>mA.§3P23:q:B — mA>A.§4P18, 
» 19:o:B>(wn-l)A 

Hp. («).(ô).§3P29:o:BfG.B-£NA. = A.I§3P8:o: 
B£G.o.BfNA.Pl'.I§4P2:o: Ts] 

35. Go(-NA)- = A.•.Gr^x7(X<A)- = A [1 .3 .4 .6 .6.8J 

[(«) P34 . §4P31 . 1 §2^1 : : G - = NA . . G o (A — G) - = A 
(ô) PI'. I §4P2 . §2P2 : : G - = NA . = . G o (- NA) - = A 
(a) , (/3) . I §1221 : o : P35] 

36. G'^X7(X<A)-:^A.o.Go(-NA)- = A [1.2.3.4.6] 

[(a) Hp. §4P31:d:B£Go(A — ÎÏ).-=bA 
(ô). . BfGo(A — G).BfNA.Defl.P22:o.B>A 
(y) » §4P28.§3P26:o:B£Gr,(A — G).B«NA. = A 
(«).(y).I§3P8:o:P36] 

41. A<B-t<!.o:^T£G.X-f-T=A.X<B.Y<C.-=i,TA [1.2.3.4.5.7] 
[(«) Hp. A < B . D aGr,(A - G) -n (C — G) . §4P6^28 . §3P1, 2 :o: 

(A — D,D)£(X7Y)1 (Ts) 
(5) Hp. A>B.§4P23,l:o:C— (A— B)eG 
(y) . A>B.EfGo(C-(A— B)-G)^(B-G).§4P19,28,6,7 

: : (B-E, E-f(A-B)) « '^^i (Ts) 
(«J Hp. Pp7,5.§3Pl,2:o:DfGo(A — G)o(C — G).-=oA 
(y^) . A>B.(5).Pp7,5.§3Pl,2:o:EfG<^(C— (A— B)— G) 
o(B — G).-=,A 
Hp. («).(«,). (y). (yJ.Pp5:o:Ts] 
42. A<B.o:XfG.A<X<B.-=xA [11.2^.4.7] 

[(a) Hp. C£G.C<B — A.§4P20:o:A-i-C«X7 (Ts) 
()3) » §4Pl:o:B — AêG..Pp7:o:CfG^(B— A— G).-=cA 
» (a) . (iS) : : Ts] 
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IV. 



§5. 



43 
43 



43"'. A ^ B . 



[1.2. a. 4. 7] 

[1,.2,.4.7] 



43. X,A-XfG^-X<B.-=xA [1.2.3.4.6.7] 

[(«) Hp. A<B.CfG-^(A--.G).§4P28.§3Pl,2:o:C£X7(Ts) 

(3) * A > B . D f G . A— B<D<A . §4P20, 23' : : D f X7 (Ts) 

K) . Pp7:o:C.«G'^(A — G).-=cA 

(5i) » A>B.§4Pl,28.P42:o:DfG.A— B<D<A.-=oA 

_ » («).K).(ô).(^J.Pp5:o:T8] 
A>B.o:X, A— XfG.A — X<B.-=xA\ 
A<B.o: » f 

) 

44. /'fG/Z„.S,Y<A.-=/'A _ 

. [(«) Hp. Pp7.I§4P7:o:l««f (Ts) 

(/3J »• B£G.Pp7,§4P5:o:U,VêG.t5--HV = B.-=„,yA • 
(-8J ., me^JTs) . (0i).Ppli.Pp4.§3Pl:o:A«G/Z«+i. 

Si«-i-ift^^ A . - =ft A 
(â) Hp. (/8g):o:mfnl (Ts) . o . .{m 4- 1) f ni (Ts) 
» _(a).(ô).Pi:o:.Ts] ' ■ 

45. XfG.«X<A.-=xA ' [1.2.3.4.6.7] 

[(«) Hp. Pp5 . §3P1, 2 . P44 : :: /-f G/Z^, . SiY< A : r « Z„ . Or . 

A<A-:-=rA _ _ 

■ (ô) Hp. f. G/Z„ : r £ Z„ . 0. . p < /V : §3P9 . §5P2.-.o:»(A)<2iY 
. (*) . (,8) . §3P2 lO-.Ts] 



47. A<B-+-C . : «t, ra £ N . m>n . nA<mB . (m — »)A < mC . - =^m,» a 

[1-.3.4.5.6.7.8J 
[(«) Hp. A<B.A<C.P13.Tn:o: Ts 
(i8j) » §4Pl.P7:o:DêG.D<B-+-C — A.D<B.-=dA 
(/3,) . DeGo(B — G).§4P28.P33:o:m,7>«N.m(B — D)< 

nA<mB-=m,„A « 

(iSj) Hp. m, n f N . wA < mB . A*> B . P13, 17 : o : » < m 
(SJ » D«G.D<B-f-C— A.D<B.m, «fN.m>n.m(B— D) 

< «A : : (m — w) A < mC 
^^) Hp. A > B .(/?,). (4) ! (^Jgh (/?,): : Ts 
. («) . (ô) . Pp5 : : Ts] 



IV. ^ §§ 5-6. 
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48. a? f R • 71, na? £ N . [nx)K < nB -H nC . o : y, 2? f R . m, my, ms; f N . a? 

== y -H 2J . (m2/)A < mB . (m2j)A < mC . - ==m,y,« A 

_ [1.3.4.5.6.7.8J 

49, A>B.o:XfG.nX<A.A--nX<B.-=-xA [1..3.4.5.6.7.8J 

[(a) Hp. P45 : : Y f G . nY < B- =y a 

(,8) » Y £ G . nY < B : o : nY < A . P32 : o : m f N . (m-+-l)(nY) 
>A>m(nY).-=.^,A .___ 

. (y,) Hp. Y f G.TiY < B.m £ N. A = m(nY):o:m > 2 
(r) , » ' (7j:o:A-7i((m--l)Y)<B 

(î) • » (m-hl)(riY)>A>m(nY):o:A— 7i(mY)<B 

• »- («).(^).(7).(J).Pljo:Ts] 

^. A <'B .o:?:£G.A<7iX<B.- ==xA [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8J 

[(a) Hp. P49 : : X f G ^fîK <B.B — 7?X<B--A.-=xA 
()0) * X£G.nX<B,B — 7iX<B — A:o:.A<7iX<B 

• ' »* (a).(âj:o: "l^] 



A, B£G.a, &£R.o: 
1.' 71 £ N . . ni—ÈA =. A 

[(a)- Hp. PpSjj : : B £ G . B = — A . -^ =-B A . 

(S.) » BfG.B = — A.Defl:o:A = 7iB 

{B^ " . .§5P3:o:7i[— aI^hB 

' (/3) » .(^i).'(^2):o:n(lA) = A 

Hp. (a) . (^ : î Ts] 
2. G-^X7(X<A)- = A. . 

[(a) Hp. n £ 1 -h N . Pp8g : o : —A £ G 



[1.1/. 8,] 



[1.1,.4,8J 



n 



(B) 



(a) . 85P22 : : — A < ni— à). . PI . §3P1 : o : 



--A<A 
n 



Hp. (a) . (S) : : Ts] 
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2'. P2 = Pp7 

3. m, n£N.o.m(-i-A)==^A [1.3.4.8g] 

[(a) Hp. PpSg : : B £ G . B = —A .- «=b a . 

(/?,) » BfG.B=-— A.Defl:o:A=7iB. Hp. §5P1, 3, 8:o: 

wi 
mA = n(mB) . Def 1 : o : — A = mB . - 

(iSg) Hp. B £ G . B = — A . §5P3 : o : mf— a) = mB 

(«) . » (5,y.(ô):o:m(lA) = ^A 

Hp. (a) . (S) : : Ts] 

1 /m 

4. m, 71 f N . . — (mA) = — A [Sol 

[(a) Hp. PpSg . §5P1 : : B £ G . B = -^(mA).. - =b a . 

Tir 

1 171 

ai.) . B s G . B = — (otA) . Def 1 :o: mA=MB . Def 1 :o: — A= B 

'(fi) . ■ (5J:o:-i-(mA) = ^A. 

Hp. («).(ô):o:Ts] . " 

6. m, 71 £ N . . — A £ G [80] 

[Hp. §5P1 . PpSg : o : — (7n,A) £ G . P4 : : Tsj 
6.'7i£N.A = B.O.-A = — B. [I.I1.82I 

71 71 I 



[Hp. PI : : A = 7i[— b) . Def 1 : o : Ts] 



7. m, 71 Ê N . A = B . . ~A = — B [1 • li . 82] 

71 71 

[Hp. §5P3 : : mA = 7n,B . P6 : : — (mA) = — (mB) . P4 : 0^: Ts] 

8. 7i£N.o.— (7iA) = A [l-li.Sg] 

n 

[(a) Hp. B £ G . B = 7iA . Def 1 : : A = — B 

•■ • ^ ,71 

Œ) * P6:o:— B=— (tiA). 

Hp. §5Pl.(a).(/S):o:Ts] 
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9. m, m , n, n f N , — = -7 • o . — ^A = —A . [1.3.4.8-1 

[Hp. Tr : : 7^171'= 7i7n,'. Hp. §5P4, 8 : : 7i'(wA) = 7i(7n,'A) . Def 1 . 
P3 : : TuA = 7i[AkA)) . P3 . §5P5 ..P6 : o : TnA^TipAJ. 
Defl:o:T&] 

10. m, 7i£N.a=— .o.aA = — A [1.8.4.8,1 

' . 71 71 L XJ 

m/ 
[(a) Hp. Tr : : m', n'e N . D(77i', 71^) =* 1 . a = -7 . - =«', n'A . 

(Bi) » Tyi', Ti'f N.a:= — .Tr:o: — => — r . Hp. P9:o: — A =* —A . 
n 71 n t 71 71 

(Ôg) » D(m' TiO = 1 . Def 2 : : aA == —A 

71 

(Ô) ■ . . • (i8i).(5,).P5:o:aA=— A. 

7h 

Hp. (a),(iS):o:Ts] 

11. aAfG [8J 

[(a) Hp. Tr : : num j (tti, ti) f (tn, 71 £ N.D(7», 7i)=l.a= — j = 1 
(ô) > 7», 71 f N.D(in,, 7i)=l.a= — .Pô.Def 2.t§4P10 :o: aÂaG. 

71 

Hp. (a).(/î):o:Ts] 

12. G-RG [8J 

13. a = &.o.aA = &A [8,] 

71% 

[(a) Hp. Tr : : TTi, 71 £ N . D(7n,, 7i) = l.a = & = — .- =m.n a . 

7fr 
• 77t 77t 

(ô) » 7^1, 71 £ N . D(7n, 7i)=l . a=&= — . P5.Def 2 :o: aA==— A . 

^ ^ ' ^ ' ^ 71 . 71 

&A = —A : : aA =« &A 
n 

Hp. (a).(ô):o:Ts] 

14. A = B . . aA = aB [1 . li • 8,] 

771 

[(a) Hp. Tr : : 7^1, 71 £ N . D(77i, 71) = 1 . a = — . - =m,n a . 

Œ.) » m, » £ N.D(m, «)=l.a= — .Def2:o:oA = — A.aB = — B . 

(j8) . (5j).P5,7:o:aA = aB. 

Hp. (a).(i8):o:T6] 
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IV. 



§6. 



'l6. «éN.o. — (A-4-B) = — -A-t- — B. • [1.3.4.8.1 

[Hp. PI : : A = «(-^a) • B = »(-^b) . PpS^ . §2P3 . §5P6 :d : 

Ah-B = J—A-^—B\ . Defl : :Tsl 
\n n I 

15'. m, 71 f N . . —(A -f- B) = — A H- -^B F 1 , 3 . 4 . 8.1 

[ITp. §5P6 : : 7n(A -h B) = ttiA -f- ttiB . P15, 4 . §2P3 : o : Ts] 

16. a(A-+-B) = aA.-4-aB [l.S-l.Sj] 

Vît 

[(a) Hp. Tr : : 7>i, 71 £ N . D(7?i, w) = 1 . a = — . - =»t^n a . 

71 * 

7W> 

(BJ > m, 71 £ N . D(77i, 7i) ==*1 . a==-- — . Def 2 : o : â(A -h B) = 

71 

— (A-4-B) . aA =— A . aB = -B 
n n n 

Vïh 

(B) Hp. 771, 71 f N . D{my 71) = 1 . a = - §2P3 . P15', 5 . (8^) : o : 

n 

a(AH- B) = aA -h aB 
■ Hp. (a) .-(^g): : Ts] . 

16'. 71 £ 1 -+- N . /^£ G/Z^ . . a(S,Y) = S^X/") * [1'. 3 . 1 . 8^] 

17. (a-f-&)A = c^AM-&A ' *- [1.3.4.8j,] 



[(a) Hp. Tr : : m, T^i', 71 £ N . a = — ,. & 

7t 



n 



• ■" =m, m\ n A , 



(6^) » 7n, 7>i' 71 £ N . §5P7 . P15 ro : — - — A = — A h A 

^ ' ' ^^ 71 71 71 



m , 7^1 ^ , Tyi-i-Tn 

a== — ,b =^ — . Tr : : a -4- o = 

71 71 n 



• (/3) » » (5i).(ôs).P10:o:(aH-6)A 

• = aA H- 6A . 

Hp. ;(a).(iS):o:Ts] ' 

17'. « £ 1 + N . /-é R/Z„ , . (SiY)A = 2'2"(/''-)A [ 1 . 3 • * • 8,] 

18. a(6A) = (aiE.)A '^ [ l . 3 . 4 . 8J 

[(aj Hp. Tn,, 771', 71, n'e N . —A = B . Defl . 85P3, 8:0: (m7»i')A == 

71 

(77i7i')B.P6, 4:o: — rA = — yB. Tr. P9 :o: - X — A= —B. 
• 7171 7171 \n n I n , 

(a) Hp. 771, 771', 71, 7i'£ N. ^A==B.(a,).P14 :o: -(^a1=(-X^-]a . 
71 n\n I \n n I 



IV. - § 6. 



4S 



(B) Hp. Tr . P5 : : m, m', n, n'f N . B f G . a = ^ . & = ^ . ^A 

n n n 

= B • "■ =m, m'y n, n', b A . 

Hp. (a).(/3).P10.Tr:o:.Ts] 

19. A > B . . aA > aB . " [1 . 3 . 4 , 8,] 

[Hp. . : A £ B -4- G . PU, 16, 11 : : aA £ aB -+- G : : Ts] 

20. a>&.o.aA>6A, [l.S.é.Sg] 

[Hp. Tr : : a £ & -h R . P13, 17, 11 : ô : aA £ 6A -h G : o : Ts] 

21. A > B . a > 6 . . aA > 6B [1 . 3 . 4 . 8^] 
-22, A>B.a>&.o.aA>6B [l.S.é.Sg] 

23. aA = aB.o. A = B * [1 . 3.4 . 5 . 6. 8^] 

[A, B £ G.a f R . A-=B.§3P27.P11, 19 :o:aA-=aB.I§2Pl.-.o.-.P23] 

24. aA>aB.o.A>B [1 . 3 .4. 5 . 6 .82] 

25. aA = &A . . a = & [1 . 3 . 4 . 6 . 6 . 8^] 

26. aA>&A.o.a>6 [1 . 3. 4. 6 .6. S^] 

27. A > B . . a(A — B) = aA — aB [1.2.3.4. 8j] 

[Hp. §4P5 . P14, 16 : : aA = aB ri^ a( A — B) . §4Def 1 : i Ts] 

28. a>&.o.(a — &)A = aA — 6A ' [1.2. 3. 4.82] 

[Hp. Tr:o:a = &-H(a — &). P13, 17 : : aA = 6A-h(a — 6)A . 
§4Defl:D:Ts] 

29. U.£G.A<B.o:aîf R.A<a?U<B.-=a;A [1.3.4.5.6.8i.8g] 

[(a) Hp. §5P33:o:a, &£N.aA<&U<aB, -=a,6A.- 

(Ji) » a, 6 f N . aA < &U < aB . Pli, 19 : : — (aA) <.— (&U) 

a a 

< — (aB) . Tr . P18 . §3P1 : : A.< ~ U < B . 
- a a 

Hp. (a) . {B) . Tr . PIO : : Ts] 



§ 7. - 

AfiKG.Bf A.o.B<rA * [1.4.5] 

[(aJHp. A^(BH-(ï)-. = A.Defl:o:B.<lA 
(/3J » Ar^(B-+-G) = A.X£G.X<B.Defl:o:X<rA 
(iSjj) • » * » X < r A . §3P22, 1, 2 : : X<B 

{B) - »' • (i0,).(52).Déf2:o:B = rA 

Hp. (a) . (iè) . I §3P1" : : Ts] 
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é 

2. AfKG.l'AeG.o:B«G.Ao(B-i-G)==A.-=BA. [1.4.5] 

3. A8KG.rA,B£G.An(B-i-G) = A.o.l'A<B [6] 

[Hp. B<rA.Defl:o:Ao(B4-G)-=A. Hp. I§3Pl:o: Hp. B<1'A.=a. 
I§3P8 . §3P23:o:P3] 

4. A£KG.X,TfG.X<îj_T<l'A.o.X<l'A [1.4] 

5. A,B«G.o:meN,mA>B.-=„A . [1 .S. 4. 6. 6. 8] 

[(«) Hp. NA^(B -+- G) = A . Pp8 : o: C £ G . r(NA) = C . - =c a . 
{S) AeG.§5P22:o:NAo(A-t-G)- = A.Defl:o:A<l'(NA), 
(yj Hp, C * G . C=r(NA) . (-3).§3P1 :o: A<C . §4P28 :o: C-A<C. , 
(y) » (yi).P4:o:C— A<r(NA).Defl:o:m£N. 

C — A < mA - =TO A . 
(5) Hp. C f G . m « N . C— A<mA '. §4P19.§5Def2:o:C<(»M-l)A 
(s) . NA o (B-f-G)=A . («).(i3).(y). (S) : o : l'(NA) « 6 . H « NA . 

H > l'(NA) . - =H A . 
(f) Pl,§3P25:o.-.A, B e G.NA -^ (B-i-G)=a:=a.1§3P8.-.o.-.P5] 
5'. Pp8i -= P5 

6. A£KG.»eN.l'AeG.o.l'(«A) = «(l'A) . [1.3.4.5.6.7.8] 

(a) Hp. P2 , Pp8 : : l'(raA) £ G . 

(ÔJ » X«G.X<l'(«A).Defl:o.:A'£A.X<TOA'.-=».A 
((8j,) » XfG.A'f A.X<«A'.Pl!o:X<TO(l'A) 
(5) » («).(i8i).(/3e):o:X«G.X<l'(MA).o.X<«(lA). 
(Vi) » X e G . X<»(1'A) . §5P50 :o: Y « G.X<nY<îi(l'A).- =tA 
(y,) . X, Y « G.X<«Y<«(1'A) :o: Y<1'A :o: A'« A. Y<A'.; — *• a 
(y,) » A'eA.Y<A':o:X<7ïA':o: 

' , X<1'(«A) 

(y) Hp. («).(yj.(y,).(y8) : o : X « G . X < \\nk) . o . X < «(l'A) 
» (iS) . (y) . Def 2 : : Ts] 

7. AfG.TO«N.o.l'(GoX"f (XenG.X<A)) = A [1.8.4.6.6.7.8] 

[{a^) Hp. YeG.Y<A.§5P50:o:Z«G.Y<«Z<A.-=zA 
(«,) . Y, Z £ G . Y<nZ<A : o : Y<1'(G o Xl (X e «G . X<A)) 
(«) . («i).(aj):b:Y£G.Y<A.o.Y<l'(G'2X^(X£«G.X<A)) 
(S) » Y£G.Y<l'(Go:g"£(X£«G.X<A)):o:Y<A 
. <a).(i8).I)ef2:o:T8]; 

8. AeG.nfN.o.— AeG [1.3.4.5.6.7.8] 

n 



IV. - § 7. 
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[(a) Hp. P6.Pp8:o:H s G.1'(G r, nKe (nX<A)) = nH . h a . 

(5) > H£G.l'(ao^ïSl(«X<A)) = 7iH.F7:o:«H = A 
» («) . (^ • §6Def 1 : : Ts] 

8'. Pp8, = P8 ' 

9. oêKR.yaïQ.A£G.o.l'(oA)fG [1 .3.4.6 .6.7 . 8] 

[(«) Hp. §6P11 '.o-.aAsKG. 

{B) » Tq:o:6«R.a^(6-(-R) = A.-=6A. 

(y) ». 6 e R . a o (6-i-R)=a : o : B « G . aA r^ (B-j-G)=a.-=bA 
» («) . {S) . (y) . PpS : : Ts] 

10. A, B e G . a £ KR . l'a « Q . A=B .o. l'(aA) == l'(oB) [1.8.4.6.6.7.8] 

11. A s G.a, 6 « KR.l'a, l'6 e Q.l'a=l'6.o.l'(oA)=l'(«>A) [ » ] 

[(a) Hp. P9 : : l'(oA), l'(&A) s G . 

(5i) » XeG.X<l'(aAJ.Defl:o:a'fa.X<a'A. -=a'A 

ifi^ » a'« a . Tq : : 6'« 6 . a'< h'. - =»' a 

(Ô3) » aie a. b's b . a'< &'. X f G . X < a'A : : X < 6'A 

(6^) . &'« 6 . -X « G . X<6'A lOibArs (X-4-G)-=a : : X<1'(&A) 

(6) » (âi) . (âg) . (-83) . (Ô4) : o : X a G . X<l'(aA) . o . X<1'(6A) 
(y) » ("'J)ô:o:XfG.X<l'(&A).o.X<l'(aA). 

» («).(ô).(r):o:T8] • 

12. A « G . a, 6 f KR . l'a, l'bsQ.a.. l'(a(&A))=l'((a6)A) [1.3.4.6.6.7.8] 

13. A, B£KG.A-=A.B-=A.Cf G.(A ^ B) ^ (C-Ha)=A.o.r(A-i-B)=l'A-+-l'B 

[1.3.4.6.6.7.8] 
[(«) Hp. : : A-+-B r, (2C-*-G)=a. Hp. Pp8:o:l'(A-i-B), l'A, m « G . 
(fil) » X f G.X<r A-4-l'B. («).§5P41 : :. Xi , X, e G.Xi-hXj=X, 

Xi< l'A . Xj< l'B. - =x, , X, a" 
(S,) » Xi , Xjê G.Xi<l'A.Xg<l'B :o: A'f A;B'« B,Xj<A'.Xj(<B'. 

-=a', b'A 

(/3j) » X, Xi,X,eG.A'«A.B'f'B.X=Xj-+-Xj.Xi<A'.X,<B':o: 

X< A'-hB' : : A-f-B o (X-4-G) - = A . 
(^ » (-8i)..('3«).('83):o.XfG.X<l'A-i-l'B.o.X<l'(A-t-B). 
(yj » T«G.T<l'(A-t-B):o:A'fA.B'fB.T<A'-hB'^=A',B'A 
(y») » A'«A.B'eB,Pl:o:A'<l'A.B'<l'B. (a) :o: A'-+-B'<1'A-^1'B 
(yj) » . YeG.T<A'-t-B'. (y,) :o:T<l'A-+-l'B 

(y) » (n) • (y») • in) : o : y « g . t<i'(a-hB) . o . t< i'Ah-i-b . 

» (<»).(i8).(y).Def2:o:T8] 
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IV. — 



7-8. 



^^i^dPl 



14. A £ G . a £ KK . l'a £ R . . V(aA) = (\'a)A 

[(a) Hp. P9 .'§6P11 : o : r(aA), (l'a)A f G , 



[1.3.4.5.6.7.8] 



(B,) » X £ G.X<(ra)A.(a).§6P29:o:» £ R.X<aîA<(ra)A.-=a; a 

(J8^) ». X £ G.x £ R.aîA<(ra)A :o: aî<ra.Tq :o: a'£^.(»<a'.-=a'A 

(Ô3) » X£G.a'£a.a!î£R.X<a5Â.a?<a':o:X<aA:o:aA ^ (.X-+-G)-==a 

(6) » (/i,) . (/^g) . (B^) : : Xs'Q . X < (l'a)A . . X < \'{aA) 

(yj » Y£G.Y<r{aA):-o:a'£a.Y<a'A.-=^'A 

(y^) » a'£ a . Tq : : a'< l'a . Hp. : : a'A < (ra)A 

(y) » (yJ.(n);o:Y£G.Y<l'(aA).o.Y<(ra)A 

» (a).(/3).(7).Def2':o:Ts] 



. . § 8. 

A, B f G . m, n £ Q . o : 

1. mAfG. tl.3.4.6.6;7.8] 

[Hp. Defl, 2:o:mA=r {.(Ro^(aî<ryi))A] .§7P9.Tq.I§4P10:o: Ts] 

2. QG = G [1.3.4.5.6.7.8] 

3. a£KR.ra = m. o.mA = (ra)A [ » ] 

[Hp. Tq :o: i:a=r(R ^ ôTs {x<m)) . §7P11 . Def 1, 2 :o: Ts] 

4. A = B . . nA = wB 

5. m = w . . mA = nA 
6. 
7. 



[1.3.4.6.6.7.8] 



[ 



A = B . m == w . . mA = nB [ », 

m(A -h B) = mA H- rwB [ » 

[(a) Hp. Tq : : a £ KR . l'a == m . - =aA 
(iS) » a£KRra£Q.§6Pll:o:aA, aB£KG 
(y) » a £ KR . l'a £ Q . (8) . §7P13 :o: r(aA-haB)=r(aA)-hr(aB) 
» (a).(y).P3.§7P9.Defl, 2:o:Ts] 



s;:;(A)A 



7'. a £ N . /^£ G/Z^ . . m(2^<^f) = ^^^{mf) . 

8. (m -H 7i)A = m'A -h nA 

■ 8'. a£N.rfQlZ^.o.(2,Y)A = 

9. m{nA) = (mn)A 

10. A>B.o.mA>mB 

11. m?> 71. . mA > wA 

12. A > B . m > n . . mA > nB 

13. A > B . m > 71 . . mA > nB 



1.3.4.6.6.7. 



8] 
] 
] 

] 
] 
] 
] 

] 




IV. 



§§8-9. 



t4. inA =>= mB ^. o <i Â = B 
15. mA>mB.o.A>B 
l^ mÀ — nA . . t» » » 

17. mA>»nA.o.m>« 

18. A > B . o . «(A — B) = wA — mB 

19. m > » . o . (m — ^^)A ="-.»»A — »A 



1.3.4.5.6.7.8 



§9- 
A, B, C, D, U, U'fG.o: 

1. l'(A/U)- = A . _ [1 -3.4.5.84] 

• -[(«i) Tr-:o:a5f K.«,na!f N.rja!<n.-=n,a. A 
■ («j) Hp.-sBf R.«,«a;f N.na;<«.U<A.§5P5,ll,12, 13:o: 
(«a;)U < «A 
U < A . (a,) . (<Xj) :o: a? i R.n, nœ e N.(?îaî)U<wA.-=n,œ a 
tr > A . Pp8j : : w f N . u < «A . - =» a 
»fN.Tr:o:a;fR.7tsc = l.- =«; a 
a!«R.waN.U<wA. «a;=l . §5 P5, 11 :o: (na;)U<«A 
U>A.^5j).(jSj).(â3):o:a; f R.w, nx e N.(na;)U<«A. -=»,<»,• a 
(«) . (8) . Pp5 : : Ts] 

[1.3.4.6.6.8,] 



(et) 



2, A/UfQ 



•£(«) Hp. Def 1, 2. PI :o:a; s r(A/U) . w, ««c £ N . (wa3)U<wA . - =», x a 



(B) 

(r) 
(8) 



?i £ N . §5P31 : : m f N . wA < mlJ . - =,h a 

fiC f R . wi, w, »a? £ N . (7ia?)U < tiA < mil . §3P1, 2 :o: (7ix')U 

< mil . §5P16, 17 : b : Tia? < m . Tr : : a? < — • 



(a).(/3).(7) . Tr : .-. 7i £ R . r(A/U) r^ (7i -+- R) ^ a : - =-/i a 
* (5) . Tq : : Ts] 
,3.. f(A/U) =^ Eo'^f (œU < A) • [1 . 3 . 4_. 5 . 6 . 8J 

l(*i) Hp. X £ R.œ £ r(A/U) . Def 1, 2 : o : ?i, na? £ N.(72:a?)U<wA.-=HA 






X e R.n, TU» £ 'N.{nx)\J<nA. §6P18, 23, 24 : o : aîU<A 

(a J.(«g) : : a? £ R . a? £ l'(A|U) . o . aî £ (R ^ ^ (i»U <A)) 

» £ (Rr^ i^ (a;U<A)).7i, wa? £ N.§5P3,9.§(iP18:o:(naî)U<A 

a? £ E : Tr : : 71, naî £ N . - =,» a 

(^i) . (^2) : 0: a? £ (R o ;^ (aîU < A)) . , a? £ r(A/U) 

(a).(â).I§4P2:o:Ts] 



4 — 2''ormi*<. 



H^mt*m' 
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4, (A/U)U.= A [1,3,4.6.6.7.83 

[(«) Hp. P2 , §8P1 : : (A/U)U £ G . 
(/3 J » («) , X f G . X < (AIU)U . Def 1, 2 . P3 : o : a; ^ F(A/U) , 

X<a;U.-=a;A 
(,S,) . XaG.iK£r(A/U).X<a;U.P3:o:X<A 
(S) » («i).(;gi,):o:X£G,X<(AJD)U.o.X<A 
(y,) . XfG.X<A,§6P29:o:a?f R.X<aîU<A.-=a,A 
(yj) . X£G.a!fR.X<a;U<A:o:X<l'{(r(A|U))U} 
' (y) - (ri).(yî):o:X5G.X<A.o.X<(A|U)U 
. (<x) . (/3) . (y) . Defl, 2 . §8Def2 :p : Ts] 

4. G = QU [1.3.4.5.6.7.8] 

5. A = B.o.A/U = B/U [1.3.4.B.6.8J 

[Hp. §5P3.§3Pl.Defl, 2.I§4P2:o:f(A/U)=r(BlU).Pl, 2.Tq:o:T8] 

6. U = U' . . A/U = A|U' [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . 8J 

7. A>B.o.A|U>B|U • [ '> ] 

[(a) Hp. §5P33 : : m, « « N , mA > nU > mB . - =^«,« a 

(â) » m, w£N.mA>nU>»nB.§5P4:o:mA>[m-|u>TOB 

(y) . Pl.(«).(<8):o.-.A«r(A/U).r(B/U)'^(ft-l-Rw/ft) = A':-=AA 
. P2.Tq:o:Ts] 

8. U>.U'.o.A|U<A/U' [1.3.4.5.6.8J 

9. A|U = BlU.o.A = B [ . ] 

[P7.§3P21.P2.Tq :o: A, B, U s G.A-=B.o.A/U-=B/U.I §2P1 :o: P9] 

10. A/U = A/U'. . U = U' [1 . 3 . 4 . B . e. 8J 

11. A/U>B/U.o.A>B [ » ] 

12. A/U > A/U'. . U < u; [ » ] 

13. (A -I- B)/U = A/U -t- B|U [1 . 3 . 4 . 5 . 6: . 7 ..8j 

[(aj) Hp. a; «T'(A/U) . y s r(B/U) . Def 1, 2 . PI : o : », «a;, «y e N . 

(7w;)U < wA . (wy)U < wB . - =„ A 
(«j) » x,ytli.n, nx, nyi'N. (nx)\3 < nA . (ny)U < «B : o : 

(n{x -f- j/))U < n(A -+- B) 
(«) . («J;(«,):o:f(A/U)+r(B/U)of((A-i-B)/U) _ 

(Bi) ' z i i''((A -4- B)U) . Def 1, 2 . PI : o : «, Via f N . (n3)U < 

)l(A -H B) . - =„ A 






vNiiuy.upjii 
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;« . ; (^j).Hp. ^fR.n,n0£N.(w2j)U<n(A-h-B).§5P47:o:a?,yfR. 
m, m&, my f N , a? -h y = , (maj)U < mA . (my)U < 

(ô) » (/3J .^(/î,) : : F((A -+- B)/U) r(A/U) -^ f (B/U) 

» Def 2 . 1 §4P2 . (a) . [fi], : : r((A -h B)/U)= r(A/U) -4- 
r(B/U) . P2 . Def 1, 2 . Tq : : Ts] 
I3'..n a ÎT . f€ G/Z« . . (S4Y)/U == S,*»(/]U) [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8j 

14. A>B.o.(A — B)/U = A/U — B/U [ » ] 

IHp. :o:A=B-^(A-tB).P5, 13:o:A/U=B/U-+-(A— B)U.P2.Tq:o:Ts] 

15. a£N.o.(aA)/U = a(A|U) [1.3^4.6.6.8,] 

[(aj Hp. a?£r((aA)/U).Defl,2.Pl:o:w,7ia;fN.(7Mc)U<7i(aA).— .,,A 
(«2) » a; f R . », na? f N . (7iaî)U < n{aA) . §5P20, 25 . Tr : : wi, 

X / 0? \ = 

m — fN. m — }U<mA.-=^A 
a \ a I 

; . .(«) ..,.K).K):o:î((aA)/U)oo(r(A/U)) 

(ôi) . a;êor(A/U).Defl,2:o:»,«-«N.(»-)u<MA.-=„A 

Ci \ Œ^ 

oc / X\ == 

(/02) » aî£R.w,»-fN. »- U < »A . . (7ia?)U < n(aA) 
a \ al 

* (/3) » .(ôi).(«2):o:«(r(A/U))or((aA)/U) 

' ■ ■ ' ' » (à) . (/3) . P2 . Tq : : Ts] 

16. .a £.R .0 . (aA)/U == a(A/U) [1 . 3 . 4 . 6 . 6 . 8^ . 8J 
t7. a£Q.o.(aA)/U = a(A/U) [1.3.4.5.6.7.8] 

[Hp. §8P1 : : aA £ G . P4 : : ((aA)/U)U = aA . P4 : : ((aA)lU)U 
= a((A/U)U) . P2 . §8P9 : : ( (aA)/U)U = (a(A/U) )U . §8 
' P16 : : Ts] 

18. afN.o.(aU)/U = a [1.3.4.5.6] 

[(a) Hp. Def 1, 2 : : a f î((aU)/U) 

(/3j » aîfl'((aU)/U).Defl,2.Pl:o:7i,7ia;£N.(iia3)U<n(aU).-=nA 

(/i^) » a? a R.n, »« f N.(wa?)U<7i(aU) . §5P8, 16, 17 . Tr :o: x<a 

(6) » ii3,).{6^):o:œeV{{aJJ)lJJ).o.x<a 

. (a) . ()3) . Def 1, 2 . Tq : : Ts] 

19. A/A = 1 [1.3.4.5.6.8,] 

[Hp. §5 Defl : : lA = A . P5 : : (1A)/A = A/A . P18 : : Ts] 

20. a f R . . (aU)/U = a [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . 8, . 8 J 
' [Hp. P16 : : (aU)/U -= a(U/U) . P19 . Tr : : Ts] 
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[1.3.4.5.6.7.8] 
[i.?.4.6.6.8J 



21. a£Q.o.(«U)/U=-a .{143,4.5*6.7.8] 

fHp. P17 : : (aU^U =^ a(U/U).. P19 , Tql ; Ts] 

21. A==.B. = .A1B = 1 " r [1.3.4.5.6.8J 

r(a) Hp. A = B.P5,19:6îA/B=l , 

: (6) » A/B = l.P19:o":A(B=-BfB.P9,:oîA=B 
» (a).(â):o!Ts] . \, ' ' 

21", A-> B . == . A/B > 1 [1 . « • i.% . «-Al 

21'". A<B. = .A/B<1 ^[ .^ » — , j 

22. «fN.o: A/U = a. = . A = aU . [ > ] 
. ((a) Hp. Â/U = a . P18 : : A/U = (aU)/U . P9 : o : A ==.aU 

. (i6J.) » A =-- aU . P5, 18 : o : A/U - a 
(a).(â):-o:Ts] . " 

23. a f R . : A|U = a . = . A = aU 

24. a £ Q . : A/U = a . == . A =- aU 

25. a f N . : A/U > a . = . A > aU 

[(a) ^p. A/U > a . P18 : a : A/U > ((iU)|U . Pli i o : A > aU 
(/3) » A>aU.P7:o:A/U>(ay)/U.P18:o:A/U>a 
(a).(É():o:Ts] "' '^ - '^ ^ 

26. a£R.o:A/U>a.=-.A>aU . . [1 .3,4. 5 .^e^Sj^Sj 

27. afQ.o:A/U>a.-.A>aU ^[1,3.4.5.6.7.8] 

81..a£N..o.<aA)/(-«U) = A/U [1 .8 .4.&. 6.8J 

' - \{ci^) .Hp. » £ T((aA)/(aU)) . Def 1, 2 . PI : a : n, rt« c N . (nupXàU) < 

7i(aA) . - =^x A " " ' - 

(a^) » « £ R . n, 7MC £ N . (wa?)(aU)-< 7i(oA) . §5 P8, 14, 15 : o : 

(7ia?)U < wA 

' '(a)'^ (aJ^K):o:r((aA]/(aU))or(A/tJ) ' _;7 "' ^ 

(Si) » x£ l'(A/U) . Def 1^ 2 . Pi :o: w, waî f N.(^)Ù < nÂ-^o: a 

{6^) * aï £ R . n, twc f N . {nx)XS <nA . §5 P3/9, 8 : o^ (na;)(aU) 

<w(aA) 
(fi) ^ (/3,) . (ô,) : : r(A/U) o f ((aA)/(aU)); ' ' ^ ' 

'^ (a) . (/3) : : r((aA)/(aU)) = r( Af^) • ^e^ j 2 . P2 . Tq:o:1^1 
32.;a£R'.o;.(aA)j(aU) = A/U [1 .3.4. 5.6. V-éjj 

33.'afQ.o.(aA)/(aU) = A/U " " ' " [1 . S. 4 .&.é.7.ja 

34. a £ N . . A/(aU) = — (A/U) ^ [LE. 4.5-6. "Sj 



Vï. -§Ô. 



- EHp.' P31, 15 : : a(-A/(aU)) = A/U . P2 . Tq : 5 j Ta] 
35, ofR.o.A/(aU) = — (A/U)' _ ' ' [1 .3 .4.5. 6.8j.8J 

se. ore Q . . A|(at) = —.(A/0) [1 • 3 . 4 . S . 6 . » .^) 

37. (A/B)(B|U) = A/U _ [1 .3.4. 5.6.8J 

[(a,) Hp. a e f(A/B) . 6 s r(B/U) . Def 1, 2 . PI . Tr : o : «, ïmï, w6 £ N. 

(»i<i)B < «A . (n*)U < «B . - =„ A 
(«çj) » o, 6 e R . ra, Tta, «6 « N . («a)B < «A . («6)U 

< «B . §5P3, 9, 8 . §3P1, 2 . tr : : (««a6)U < n«A 
(a) , («,^ (a,) : : { r(A/B) } X { r(B/U) ] 6 r(A^) 

(ÔJ . c £ r(A/U) . Def 1, 2 : : «, ne £ N . (mc)U < «A . - =„ À 
• (iS,) » c£R.», ne £N,(nc)U.< A. §5P33:o:w', m £N.(n'«c)U 

< mB < (n'n)A . - ==„-, », a 

((83) », c £ R . w, ne, n', m £ N . (n'ne)U < mB •< (to'to)A . Tn. Tr. 

85P4 , 83P1 : : (m ^^lu < mB . in'n^]B < (n'n)A 
'W » (/8,)._(-e,).('83).Tr.:o:c£r(A/U),o.y,3£R.ys = c. 

y £ l'(A/B) . £ r(B/U) . - =a;, 2, A 

(ô) . (ô,):o:r(A/U)o{r(A/B)|_X{r(B/U)j 
• •■•«•(«). (iS) : r { l'(A/B) } X (^'(B/U) ) = IXA/U) . Def 1, 2 . PS . 
Tq:o:T8] 
87'. Âp = (A/tT)p/U) 
, 37". « £ 2 -H N . /'£ G/Z, . . n^~' { (fr)j(fir -+- 1)) } 

38.'A/tJ = 'l/(T//A) 

{Hp. P31 : : (A/U)(U/A) = A/A , P19 : c 
Tq:o:Ts] 
39.. , A/Ç = B/U . = . A/U = (B/U)(C/U) 
■ 40. .A/Ç - P/D . = . (A/U)/(B/U) = (C/U)/(D/U) 
41. , . » .o.A/C = B/D 

42.' ' ° '." ' .o.D/B = C/A 
43. • »- .o.B/A = D/C 
44.--'«- .o.(A-hB)/B = (C-hD)/D 
' [Hp. Pi , Tq . P19 : : A/B -h B/B = C/D 





.V 


[1.3.4.5.6 


.8J 


I^CA)/^ 




[1.3.4.5.6 

[ » 


.8J 
] 


(A/U)(U/A) = 1,: 


P2. 


[1.3.4.5.6 

[ 

[ 

[ 

[ 
[1.3.4.5.6.7 
D/I);P13:!>:Ts] 


..8J 
] 
] 
] 
] 

»8i] 
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45, A/B = C/D . A > B . . (A — B)/B = (C — P)/D [1.3.4.6.6.7.8J 

46. . .o.(A-+-B)/(A — B) = (C-+-D)/(C — D) 

[1 . 3 . 4 . 6 . 6 . 7 . Sj 

47.. H « KG . U f H . H/U « KR . o : U'e H . Od-. H/U'£ KR [1.3.4.6.6.8,] 

[Hp. B, U'4 H . P31 . Tq :o: B/U'= (B/U) X (l/(U7U)).Hp.Tr:o:TB] 



V, 
1. 
2. 
3. 

4. 
5. 



9'. 
9", 

10. 

10'. 
10", 
11. 



§ 10. 

V, V., V„ V3.KG.0: 

03 e (pd.VV').-.=.-.« s (V'/V) sim : A, B 4 V.o.v,b.A/B=(«A)/{®B) (Def) 
co e (pi.VV').-.=.-.a5 s (V'/V) sim : A, B f V.o*,».A/B=(a3B)/(<»A) (Def) 
a> £ (pd.W) . A, B f V . : A = B . = . coA = coB 

[Hp. PI . I §5P25 : : Ts] . 

a s (pi.W) .A, BfV.o:A = B. = .(»A = o3B 
« £ (pd. W) . o . « £ (pd.W;- [1.3.4.5.6.8J 

i"(a) Hp. PI . I §5P22 : : « £ ( V/V) sim 
_ [li) . A, B£V.Pl.I§5P23:o:«(«A) = A.œ(«B)=B.§9P5, 
6 . PI : : («A)/(œBj = («(<»A))/(œ(<»B)) 
» («).(iS).Pl:o:Ts] 
03 « (pi.W) . . «3 £ (pi. V'V) [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . 8 J 

« e (pd.W) . A, B a V . : A>B .=. a3A>a3B [ » ] 

[(a) Hp. A>B.§9P21".Pl.Tq:d:(a3A)/(o3B)>l.§9P21":o:a3A>a3B 
[li) » 03A>a3B . (a) . P5 : : «(coA)> w(o3B) . I §5P23 : : A>B 
. •(a).(^):o:T8] 
«3 £ (pi. W').A, B « V . : A > B .=. a3A< osB [1 . 3 . 4 . 6 . 6 . 8 J 
03 £ (pd. W).a e N. A, aA. e Y.o.a>{ak) = a(o3A) [ » ] 

[Hp. PI : : (aA)/A= (o3(aA))/(fl3A) . §9P18 : : a = (a3(aA))/(o3A). 
§9P22 : : Ts] 
03 £ (pd.W') . a £ R . A, aA £ V . . «(aA)=a(a)A) 
» asQ » 



03 £ (pi.W) .a £ N.A, aA £ V . . 03(aA) = — (03A) 

a 

> .a £ R. » 

? .a £ Q. » 

a3£ipd.W).A,B,A 



B £ V.O.o3(A-l-B)=o3A-l-a3B 



[1.3.4.5.6.8,.8J 
[1.3.4.5.6.7.8] 

[1.3.4.5.6.7.8J 

[1.3.4.6.6.8j.8g] 
[1.3.4.6.6.7.8] 
[1.3.4.6.6.7.8,] 



^," •<Jf*"|HW''! • 'f'^xT^^^''.' ' ' . TV »^^ ' ■ . '• — 7 ;v^. ^7'* *?"'•' ''JX" 



VI. - § 10. «5 



. [(a) Hp. PI . §9P44 : : (A -h B)/B = (a?A H- a>B)/(û>B) 
{B) » PI : : (A -f- B)/B == (a?(A-hB))/(wB) 
. » (a) . (3) ..§9P2 . Tq : o : (a?( A-h-B))/i a?B)=(^A-+-a?B)/(«B). 
§9P9 : : Ts] 
12.. oys (pcLW) . A, B, A— Bf V .0. a;(A— B)=a?A— o^B [1.3.4.6.6. 7. 8 J 

13. a; £ (p. VV) . = : 0? £ (pd. VV) . v^ . 0? £ (pi. W) (Def ) 

14. n £ 2 -+^ N . f f (KG)IZ^ .Aefiira Z^-i . Or . ojr f (p./VA^H- 1)) : o .-. 

a?n-l û?n-2 ... ûJgW^A = a?;»_i (a?n-2 ... «gû^iA) (Def) 

15. 71 £ 2-hN . f€ (KG)/Z;»_i . r a 7a,v-\ . Or . û?r e (p . frf{r^l)) : o .'. a?n-i 

a?„-2 ... ci^gco^ f {fn\fVj sim 

16. '«/f (i)d : VX) • ®2 ^ (pd . V2V3) . . a;,û;^ £ (pd . V.Vg) [1.3:4.5.6.8] 

[(a) Hp. P15 : : cogO?, £ {Yj^^) sim 

(;8) » A, B £ Vi . PI . §9P2 . Tq:o:A/B=(a?,A)/(a3,B)=(o^2(cu,A))/ 
- . (a5,(aj,B)).P14:o:A/B = (a?2aj,A)/(a?2a?,B) 

» (a).(/8).Pl:o:Ts] 

17. a>, £ (pd . V.Vg) . o;, £ (pi . V2V3) . o . 0,^0,, B (pi . V,V3) [1.3.4.5.6.8 J 

18. '05, £' (pi'. V^V,) . » . . o,^œ^ a (pd . V.Va) [ » ] 

19. » .«2f(pd.V2V3).O.c»,a5,£(pi.V,V3) [ > ] 
2a, 0,/a (p . V,V,) . C02 £ (p . V,V3) . : œ,o,, e (pd.V,V3).=.(a>, £ (pd.V.V,). 

a;/£ (pd . V,V3)) w (o., £ (pi . V,V,) . o;, £ (pi .V.Vg)) [1.3.4.5.6.8 J 

21: «, £ (p . V,V,) . «, £ (p . V.Vg) . : o,,œ, a (pi . V,V3).=.(a;, a (pd.V.V,). 

oî, £ (pi . V.V^)) o (œ, £ (pi . V,V,) . 05, £ (pd .V,V3)) [1.3.4.5.6.8 J 

22. 71 £ 2 -H N . f£ (KG)/Z^ : r a Z»_i . Or . Q^r £ (p . fr(fr-hl) : .*. c^n-i ... 

ajjo?, £ {-pd.fifn) .=. num (û? ^ (pi . //)) £ (2N v^ / 0) [1.3.4.5.6.8 J 

23. 71 £ 2 H- N . f£ (KG)/Z^ : r a Z«-i .,0r . «^ £ (p . frf(r -+- l)).o.\a?^i ... 

ojgoj, £ (pi . fifn) . = . num (o? o (pi . ff)) £ 2N— 1 [1.3.4.5.6.8 J 
24.'^<o-£ (T/V) sim : X, Y £ V . Ox. Y . X-+-Y £ V . a>(X-hY)=a;X-+-a5Y : .*. 
24,. A, B £ V . : A = B . -= . ojA = «B 
- 24,.- A'-,B.'£V'.o:^(A'-+-B') = HJA'-f-^B' [1 . 1 J 

[(a) Hp. A, B f V : : co(A -H B) = ajA-+-a?B . P24i . I §5P23: 
: A -h B = w(a;A-HyB) . I §5P23 . §2P3 : : â(«A-HajB) 
= â(a3A) H- â;(a3B) 
; .... (B) Hp. I§5P23 : o : A, B£ V . a)A = A'. ojB =F= B'. -=a,bA 
» (a) . (â) . §2P3 . P24, : : Ts] 
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243. A,BfV.o:A>B. = .a?A>a>B [l.lj 

[(a) Hp. A>B:o:A £ B-4-G . Hp. :o:œA6û>B-hG:o:œA>coB 
(6) » a;A>û3B.P24jj.I§5P23:o:A>B 

» (a).(â):o:Ts] 
24^. A f V . m £ N . . a?(mA) =- m(oûk) f 1 • IJ 

[(a) Hp. §5P1 : : mA £ V 

(6) * P24i : : a5(lA) = l(a3A) : : 1 £ m£ (Ts) 
(y) » ne me (Ts) . Ppl : : cy(wA) -h coA == n(a>A) -+- opA . 
Hp. P24i :o: oo((n-^l)A)=(n-hl){G}A) :o:n-hl £ me (Ts) 
Hp. («).(/3).(y).Pi:o:Ts] 

245. A£V.a£R.o.a?(aA) = a(a?A) [1 . 3.4. 5. 6. 8j 

[(d) Hp. §6Pll:o:aA£V 
(B) » Tr : : w, Tia £ N . - =^ a 

(y) * 71, m f N . P244 : : (x>((na)A) = {na)(ooA) . («).P244 
: : n(œ(aA))={7ia){(x>A) . §5P8, 14 : : co(aA) = a(apA) 
Hp. (a).(^).(r):o:Ts] 
24g. A £ V . a £ KR . l'a c Q . . ra?((aA))=a;((ra)A) [1.3.4.5.6.7.8] 
[(a) Hp. §6Pll.§7P9:o:aAoV.(ra)A£V 
(ÔJ » X £ V. X < l'(a?(aA)) : : a'£ a . X < <»(a'A).- =«^ A 
(Ô2) » X £ V. a'£ a . X < a5(a'A) . Tq : o : X < û^((ra)A) 
(^) - (P^WiU^t) --o: X f V'.X<r(a?(aA)).o. X<a?((ra)A) 
(rj . X£V'.X<û;((l'a)A).P24,,243:o:âX<(l'a)A:o: 

a'£ a . côX < aA . - =a'A 
(y^) * X £ V. aie a . «X<a'A:o:X<û?(a'A):o:X<r(«(aA)) 
(r) » (a).(7j.(r,):p:X£V\X<co((ra)A).o.X<r(û;(aA)) 
» (^) • (y) • §7Def 2 : : Ts] 
24,. A £ V. a £ KR . l'a £ Q . . a;((l'a)A) - (l'a)(ajA) [1.3.4.5.6.7.6] 
[Hp. : : G;(aA)=a(û;A) : : l'(a)(aA))=^l'(a(û;A)).P24e ;o: T&] 
. 24g. A£V.mfQ.o.a;(mA)==m(a^A) [1.3.4.5.6.7.8] 

[Hp. §8P3 . P247 : : Ts] 
249. A, B £ V. . A/B = (a;A)/(a?B) [ . ] 

[Hp. §9P4 : : A = (A/B)B . §9P2 . P24, , 24^ . §9P24 : : Ts] 
24,pva)£(p(i.VV') [1.3.4.5.6,7.8] 

[Hp. P259 . PI : : Ts] 
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26. a £ (V'/V) sira . •. m £ N . X f V . Ox, m : mX f V . V/X s KR . co{mX) = 

m(a?X).'.o:: 
264, A, B£V.O.A = B. = .a?A = ajB 

262. A'£ V. m f N . . â(mA') = m(« A) [1 • 1 J 

263. a f R . A, aA f V . . a3(aA) = a(a?A) [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . S^] 

264. A, B 5 V . . A/B = (a;A)/(û^B) [1 . 3 . 4 . 5 . G . 8^ . 8j 

[Hp. §9F23:o:A=(A/B)B.P263:o:Ts] 

265. A, B f V . : A > B . = . ojA > ojB { . ] 

[(a) Hp. A>B.§9P21":o:A/B>l.P264.Tr.§9P21":o:wA>a>B 
(8) » «A>a?B.(a).P26g:o:A>B 
» (a) . (/3) : : Ts] 
26e. ^f(pd.VV') [1.3. 4. 5. 6.8,. '82] 

27. û? £ (V7 V) sim . • . m f N . X é V . Ox, m : mX £ V . V/X £ KR . co(mX) = 

-^(coX) .\o::«f (pi. W) [1.3.4.5.6.8^.8,] 

28, a? £ (V'/V) sim.-. m s N.X£ V.Y i KV:Om,x,T : wX f V.«(mX) =m(ajX). 

f(ajY) = a?(lT).\a:: 
28,. A, B £ V . : A = B . = . ojA = a?B 
28g. A'£ V . m f N . . 53(mA') = m(wA') [1 • 1 1] 

283. a£R.A, aA £ V . . û3(aA) == «(cuA) [1 .3.4. 5. 6.8,] 

284. A £ V . a 5 KR . l'a £ Q . aV o V . . û>((l'a)A) -= (Va){ooA) 

[(a) Hp. P283 : : a?(aA) -= a(a?A) : : \{œ(aA)) = (ra)(a?A) 
(ô) «> : : r(aj(aA)) = w((ra)A) 
» (a).(/3):o:Ts] 

285. m£ Q . A, mA £ V . . aj(mA) = m(û;A) [1.3.4.5.6.7.8) 
29e. A, B £ V . . A'B = (û?A)/(foB) 

287. A, B £ V . : A > B . = . «A = ojB 
283. ajf(pd.VV') 

29, 0? £ (V7V) sim .-. m £ N . X £ V , Y £ KV : o.^, x,t : mX £ V . a?(mX) = 

— (»X) . r(<»Y) - «î(lT) .-. : : 0? £ (pi . W) [1.3.4.5.6.7.8] 
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V. 

§ 1. — nuiii.' 

w , V £ K . : 

1. num w = 0. = .w = A. . Def. 

2. m£N.o::numt6=m.=.'.t6-=A:a?£ w.C)x.num(w-iâ7)==m— 1 . Def. 

3. num u = l. = .\u^=^ x:x ,y Bu,Ox,y *x^=y . 

4. numw = 00. = .numw-£N(j. - Def. 

5. num t6 f N v^ « Q v^ « 00 . 

6.afN().o.a-i-oo = ooH-a = ooH-oo = oo.a<Coo. Def. 

7. u r^ î; = A . . num (w '^ v) = num w -h num v , 

8. num (w v^ v) H- num {ur^v)= num w -f- num î; . ' 

9. /r £ KE .o.^^k = xs{y ek.Oy .xay) . Def, 

10. » ,o.^^k = xe(ysk.icey.^=yA). Def. 

11. t6 f KK . jp , ^ f N . num u = jp :œsu .Ox* num œ -= q:x^y eu , x-- 

= y >Ox,î/ . oc^y = A.*. o.num^^^w==j?X9'' 

12. /"f (v f 1^) . . num fu ^ num u. 

13. » num/'w^oo . o.numw = oo. 

14. fe {v f it) Sim . o . num fu == num u, ' ' 

15. /"£ (v f w) sim . . num î; = num u • 



§ 2. — max, min. 

Uy V s Kq .0 : 

1. X = max u. = »X€U,u^{x~hQ)==A. , Def. 

2. X = min w. = .a?£W.wn(a? — Q) = a. Def. 

3. num w £ N . . max a, min w £ q . 

4. w £ KN . t^ - == A . . min w £ N . 

5. W£KN'. t4- = A.msN . wo(m-f-N) = A . o . maxt^£ N .. 

6. w f Kn . t^ * == A . m £ n . w ^ (m -4- N) == A . . max t^ f n . 

7. » » » •t^^(m — N) =T A.o.mint^fn. 

8. min N = 1 . max N = a . 

9. max Q = À . min Q = a . max q = a . min q = a . 

10. max Uy max v £ q . o . max (u^^v) = max (max u, max v) . 

11. min Uy min v £ q . o , min (u^v) = min (min u, min v) . 

12. max Uy max v £ q . o . max (u-hv) = max t^ -f- max v . 



1 




,IV. - § 10. 
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26. G?£(V'/V) sim .-. m£N . Xf V . Ox,m : mXf V . V/Xf KR . co(niK) = 

m(û?X).*.o:: 
264, A, B £ V . . A = B . = . wA = a>B 

262. A'f V. m f N . . œ(mA') = m(âJA') 

263. a f R . A, aA £ V . • û3(aA) =*= a(a3A) 

264. A, B £ V . o . A/B = (a3A)/(o^B) 

[Hp. §9P23:o:A=(A|B)B.P263:o:Ts] 

265. A, B £ V . : A > B . = . coA > cuB 

[(a) Hp. A>B.§9P21" :o: A/B>l.P264.Tr.§9P21" :o: G^A><pB 
(8) » a;A>ajB.(a).P262:o: A>B ■ 
» (a).(^):o:Ts] 



ri . 1 j 

[1.3. 4. 5. 6. 82] 
[1.3.4.5.6.8^.83] 



[ 



] 



26g. o^£(p(i.VV') 



[1.3. 4. 5. 6. 8,. 82] 



27. (0 £ (V7V) sim . • . m f N . X f V . Ox, m : mX £ V . V/X f KR . û;(mX) = 

i.(a;X).-.o::a;f(pi.VV) [1 . 3 . 4 . 5 • 6 . 8, . 8^] 

28. . co £ (V'/V) sim . • . m 5 N.X£ V. Y £ K V:a,», x, y : mX £ V.r.;(mX) =m(coX) . 
r(û;Y) = û;(lT).*.o:: 
28^. A, B £ V . ô : A = B . = . c;A = cyB 

282. A'£ V . m £ N . . cSimA') = m(û3A') [1 • 1 1] 

283. a £ R . A, aA £ V . . o^(àA) = a(œA) [1 . 3 . 4 . 5 . 6 . 82] 

284. A £ V . a £ KR . l'a £ Q . aY V . . û;((l'a)A) =^ (ra)(cyA) 

[(a) Hp. P283 : : û?(aA) --= a(c»A) : : r(û5(aA)) = (l'a)(a3A) 
(8) » :o:r(a?(aA))-^.co((ra)A) 
» (a).(/3):o:Ts] 

285. méQ.A, mA £ V . . û?(mA) = m(û;A) [1.3.4.5^.6.7.8] 
29e. A, B £ V . . A/B =- (a?A)/(foB) • • " » ' ^ 
287. A, B £ V . : A > B . = . coA = ojB 

283. eu £ (pd . VV) ' * . 

29. a?£(V7V)sim .'. m£N . X£ V . Y£ KV : o.^.x.y': mXf V , a;(mX) =- 



— i^X) . r(a;Y) =^ a3(lT) .-. : : a? £ (pi . VV^ 



[1.3.4,6.6.7.8] 



C. BURALI-FORTI. 



4* — Formut, 



V/ ^•-^» ./;• ^. ' I Jy| l'l".«l4ll 'ILUUI|Jlii||^H||||^ 
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§ 1. — num. 

1. num t^ = 0. = .w = A. Def. 

2. m f N.o::numi^=m.=.*.î*-=A:a? f w.o^r . nuin(t^f i3?)=m— 1 . Def. 

3. num % = 1. = .'. iA-==A:â?,yfi^.Oa?. y.aî«=y. 

4. num i^ = 00 . = . num t^ - £ No . Def. 

5. num ue^^tO^t 00 , 

6. a£N^.o.a-i-oo = oo-4-a = ooH-oo = oo.a<(x>. Def. 

7. wr^t?== A . , num(wwî;) = numuH-numf . 

8. num (i6 v^ v) -f- num (i^oi;)== num 1^-4- num V. 

9. k s KK .o.^*A-s«=a?f(yfA;.0//.a?£y). Def. 

10. » .o.o*A; = a?£(2/6/c.a55y.- =5=y a) . Def. 

11. ueKK,p ,^£N . numi6=j9 lœeu . Oa;.numa7 = q:x ^yeu^œ- 
12. f£ {v îu) . . num fu ^ num u . 

13. » num/'w=*oo . o.numw = oo. 

14. /"£ (t? îu) Sim . . num fu = num t^ . 

15. fe[v tu) ma. . o • nom v «= num u . 



§ 2. — max, min. 

w, t; f Kq . : 

1. a? = max i6, = .a?fi^.wo(a;-FQ)=»A. Def. 

2. a; = min u. = .œeu,un^(x — Q) = a, Def. 

3. num 16 £ N , . max Uj min us q> 
é. ua KN . w - = A . . min i^ f N . 

5. us KN .w- = A.m£N.wo(m-i-N) = A.o. max w £ N . 

6. îA£Kn,t^- = A.i»£n,î6'^(m-H-N)=*A.o. max uen^ 

7. » » » .t6o(m — N) = A.o.nïint^fn. 

8. min N = 1 . max N == a . 

9. max Q es A . min Q = a . max q = a . min q = a . 

10. max Uy max v £ q . o . max (u^v) = max (max u^ max v) . 

11. min Uy min t; £ q . o . min (u^v) = min (min u, min v) . 

12. max Uj max v £ q . a . max {u-hv) = max t^ H- max v , 



^. 
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13. min Uj min v f q . o . min (u -4- v) = min u -f- mîn v . 

14. max M £ q . . min (— t*) = — max u . 

15. min ueq,o . max ( — 1*) = — min u . 

16. Uy v€ KQ . max w, max v f Q , . max (te X ^) *^ ^iiax ti X ^^^^.x v . 



§ 3. - r, 1,. 

Uj t;£Kq.t^-==A.t7- = A.o: 

1. iV£q.o::x = l'u. = .\u^(x-hQ)==iA:y£X — Q.Oy.î^r^(y-+-Q)-==A. 

Def. 
1'. aî-fq.o::x = lii^.=.'.îtn(a?— Q) = A:y£aî-f-Q.Oi/.w^(y — 0)- = A. 

Def. 

2. max ueq.o . max u = Vu. 
2'. min wfq.o. min 2^ = 1^16. . 

3. l'î^ f î^ . . l'î* = max u . 
3', l^U£u,oA^u = min w . 

4. meq.ur\(m-^Q)=^A,oA'u£qA'u^m, 
4'. w f q . i^o (m — Q) = A . . l^w £ q . l^t^ ^ m • 

5. rt^ = 00, = :mf q.Om. w^(wi-+-Q)-= A. Def. 
5'. 14!* = — 00 , == : m « q . Om . t*^ (w — Q) - = a . Def. 

6. l'«£q^/Qo, 

6« l^t^f q^^<( — 00). 

7. afq.o.a-hoo = oo-i-a = oo .« — 00 = ( — ûD)-f-a=— 00, oo-4-a)=:QO , 

— 00 — 00==— 00. — oo<;a<C-+-oD, — oo<-hao. Def. 

8. asQ.o.ay^co = <x»X^= ^ • ^X( — ^)=( — <»)X^ = — ^ • odX<» ==^ «> . 

( — 00) X( — oo)=oo . ooX( — û^)=( — <»)X<=^ = — ^* ®/^ =* ^/( — ^) 
==0.a/0== + oo. Def. 

9. r(î^'^t;) = max(l'i^, Vv) . 
9'. li(wwi;) = min(l4i^, li^?) . 

10. uov.o A'u^ ïv . l^îft ^ I4V . 



§ 3. 1-6. Weierstrass. V. Pincherle, Saggio di una introduzîone alla 
teoria délie funzioni analitiche secondo i principii del prof. Weierstrass, 
Giornale di Battaglini, XVIII, p. 242. 

BoLZANO (1817). V. Stolz, Vorlesungen ûber Allgemeine.AHthmetiky 
I, p. 149. 

DiNi. Ibndamenti per la teorica délie funzioni di variàbili reali. 
Pi«a, 1878, N. 15. 



'«'■^^wr^Mi^ iijiii^il^pj 
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y. - §§.3:*'. 



11. uov:x€v.Ox'y''^(x-{-Q)'- = A,'.o.Vu = Vv. 
11'. uov:xev .Ox'U^ (x — Q)- = a.\ o . l^t^^l^v. 

12. l^t^ ^ l'i^ . 

13. num w > 1 . . l^t^ < l'w . 

14. V{u -+- v) = l'î^ H- Vv . l^(t^ -4- v) == l^w -f- l^v . 

15. m f Q . . \'(mu) = ml'u . l^(mw) = ml^u . 

16. !'(— w) == — l^î^ . l^C— i^) == — 1> . 

17. u, V f KQ . . r(w X '2^) = l'î^ X 1''*^ • 
17'. w, -y £ KQ . . l^(u X -2^) = li-î^ X liV . 

18. t^ f KQ . . VQu) ==l\^u . l^Qu) =lVu . 

19. rQ = oo.l^Q=^0.1q=oo.liq= — 00. 

20. ueKQ .0 .\\^u = 0, = :h6Q,Oh *u^{h — Q)- = a, 

21. ». » ==:/?>£ Q . o/i . num [u^ {h — Q)] ■■ 

22. -WjVfKQ. o:li(wui;) = 0.= .Il 1^ = 0. 0.1^^ = 0. 

23. UyVeKq.oiV (u^v) = ce . = .V u = œ .^^.Vv="co, 



■ 00 



§4. - q^. 



1. Tif N.o:q;» = qfZ^. 

^, X € Ç[n • • X = [X^ y X2 ; ... â[/'^^j. 

3. x^y£qn.o:x = y.-=,x^ = y^. 

4. a?, 2/ f q.» . . a: -+- 2/ = (aî^ -f- ^1 , . 

5. » » ^ — 2/ = K — 2/1,. 

6. a f q . a? f qn . . 003 = {dx^ , oaîg , 

7. » » . . a?a = Oip . • 

8. = (0,0, ...0). 

9. mod X == m^xî = yx^^ -h x^ h- .. 



^2 ^2 ••• *^'» — 2/'' 

. Xn — 2/n) . 



>Def. 



Xy^ 



a?, y, 0f qn. a, &fq.o : 

10. x-\-yeç\n. 

11. aî-i-y = y-^x, 

12. (a? -+- y) -h 2f =-- a? -+- (2/ -h 2j) = a? H- 1/ -f- , 

13. « — a3 = 0. 

14. x-\-0 ^=^x. • 

15. aa?fqn. 



§ 4. 1-31. Grassmann, Ausdehnungslehre, 

Cayley, On a theorem relating to tke multiple Thêta functions. 
Math. Ann. XVII, pag. 115. . , 



j 



V. — §§ 24. S$ 



13. min u^ min v sq . o . min (t^^ v) = min u -+- min t; . 

14. max t^ £ q . ..min (-^ î^).= — max w . 

15. min t^ £ q . o . max ( — w) = — min u. 

16. 2*, v £ KQ . max w, max v £ Q . o . max {u X t;) = max w X max v 



§ 3. - r, 1,. 

w, i?£Kq.t*- = A.v- = A.o: 

1. i37£q.o::aî = l'i^. = .'.i^o(aî-hQ) = A:y£aî — Q.o^.i^'^(y-hQ)-=A. 

Def. 
1'. a?£q.o::ic = l^w. = .*.i^n(a?— Q) = Ari/f a?-+-Q.0i/.î^^(2/— 0)-= A. 

Def. 

2. maxt^£q*. . maxw = l'i^. 
2', minw£q.*o.mini^ = l^w. 

3. l't^ f t^ . . \'u = max t* . 

3'. \^ueu.oA^u = mmu. , / 

4. m f q . î^r>, (m -+- Q) = A . . l't^ £ q . l'î^ ^ m . 
4'. m £ q . î^o (m — Q) = a . o , l^î^ £ q . l^w ^ m . 

5. l'iA = 00 . = : m £ q . Ow . t^ '^ («^ -+- Q) - == A . Def. 
5'é l^i^= — 00. = : m£q, Om. w^(m — Q)- = A. Def. 

6. l'w £ q ^ f 00 . 

6'. J^i^£qv^((— oo). 

7. a£q.o.a-i-oo :=oo-4-a = oo.a — oo = (— ■oo)-i-a= — oo . 00-4-60 = 00 . 

— 00 — 00 = — 00. — oo<a<-+-oo% — oo<-+-oo, Def, 

8. afQ.o.aXoo = <x»X^= ^ • <*X( — '^)=( — Q^)X^ ==^- ^ • QC)X<» = 0^ • 

; ( — a>)X( — oo)=oo . ooX(' — ^)=T=( — <»)X°^ == — ^ • a/oo = û/(— qo) 
= 0. a/0 = + 00. Def. 

9. r(t^'-'v) = max(ri^, l'v) . '.• 

9'. li(i^^v)i=min (l^w, l^v) . 

10. uov »o Au ^ \v . l^zi ^ I4V . , 



§ 3. 1-6. Weierstrass. V. Pinoherle, Saggio di una introduzione alla 
tearia délie funzioni analitiche seconda i priiicipH del prof. Weierstrass. 
Giornale di Battaglini, XVIII, p. 242. 

BoLZANO (1817). V. Stolz, Vorlesungen uber Allgemeine Arithmetik^ 
I, p. 149. 

DiNl. Fondamenti pér la teorica délie funzioni di variabili reali. 
Pisa, 1878, N. 15. 
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y. - §§ 3-4. 



11. 16 V : a? f V . o« . w^ (a? -h Q) - =* A ••. o . l'tf =* l'v . 
11'. î^ v : a? f V . Oa? . t* ^ (x — Q) - « A .". o . Ijt* = I4V . 

12. l^u^Vu. 

13. nuna t* > 1 . . l^î^ < l'w . 

14. V{u -hv)== Vu -f- Vv . \i{u -j- v) = \^u -h l^v . 

15. m f Q . . r(mw) = mïu . Ii(mi6) = m\^u . 

16. !'(— î^) = — \^u . li(— w) = — l'w . 

17. Uy vaKQ.o. V(u X v) = Vu X l'-^^ . 
17'. w, V £ KQ . . li(w X '^) = li^ X h^ • 

18. w £ KQ . . VQu) =l\^u . I^Oîa) =/rî6 . 

19. l'Q = 00 . l^Q = . l'q = 00 . l^q = — 00 . 

20. ueKQ .0 .-. 1^ u = . = :7ifQ.o/i.i6^(/i-— Q)'- = a . 

21. ». » = : ft^ £ Q . oa . nnm [w o (/i — Q)] = <x> 

22. u yva KQ . : 1^ (w ^ v) = . = . 1^ «^ = . w . ]^ v = • 

23. w , v £ Kq .o:V (u^v) = co . = . 1' w = oo . «^ . T v == 00 . 



§4. - q,. . 

1. 7i£N.o:qrt = qfZj|. 

2. se £ qn . . a? = (aî^ , a?2 > ••• ^n)« 

.3. «, 2/ £ q,, . : a? = y . = . aî4 = 2/1 • a?2 = yt •• 



a?/» = yn < 



4. 


x,y£q^.o. 


x-hy- 


= (aî,^ 


yi,- 


.a;«-Hyn) 


5. 


» » 


X- 


-2/ = 


= (^i- 


2/i,.' 


. ajn — yn) 


.6. 


a£q.a?f q,» 


éO. 


oa? 


= (aaîi, 


«««, 


... oa?.,) . 




.7. 


> » 


.0. 


xa 


==aa;. 








.8. 


0==(0,0,..*0) 


-n 










9. 


.,*-+- a.,* 


-i-.. 


-+-a?„«. 




x,y,zsqn.a,b 


fq 


.0 : 










10. 


a? -f- y £ q» . 














11. 


x-hy^-y-^x 


. 










12. 


(a?-f-y)-f-2J 


=1* 


a?-+- 


(y^^) 


= a? -f- y -f- 2f , 




13. 


aï — a? = . 














14. 


aï H- =* a; . 














15. 


oa? f q„ . 















Def. 



§ 4. 1-31. Grassmann, Ausdehnungslehre. 

Cayley, Oti a theorem rélatîng to the multiple TJietafunctions, 
Math. Ann. XVII, pag. 115. 



V. -^ 



4-5. 



6t 



16. a(x-hy) = ax-hay , 

17. (a-+-h)x = ax-^bx, 

18. a (bx) = {ah) x ^= ahx . 

19. lx = x. 

20. majfQ^. 

21. mod (x-\~y) ^ mod a? -+- mod y . 

22. mod ax = (mod a) (mod x) . 

23. mO = 0. 

24. a?ly==a?iy4-i-aîjyj +-...-+- «?^Î^H. 

25. a? I y f q . 
26..a?[a? = (m^)^ 

27. œ\y-=^y\x. 

28. {c\(y-^z)=--œ\y-hx\z^ 

29. (aa;)ly = .T|(ay) = a(â7t2/). 

30. ii = (l,0,0,...0).i2 = (0, l,0,...0)...i« 

31. â? = âr. i, H- 0?, L -f- ... H- a?n in . 



Def; 



»{0,0...0,1). Def. 



a,6£q.a<6.o: 

4t. «— 6 = (a -+- Q)r^ (& — Q) . 

42. a*-'ô==(a-+-Qo)o(& — Qo). 

43. «♦-& = (a-f-Qo)^(6-Q). 

44. a-&-=(aH-Q)^(ô — Qo). 

45. ô~~a = a"~6. &^a = a^&, 

46. ^ = 0*^1. 



Def. 



&-'a = a^6..5^a = a'^ô. 



5. — D. 



1. Du = qn^xi:[l^m[{u^ tx)'--x] = o] 

2. I>i^ = q;» r^ ^ [7i f Q . 0^ . num (w '-^ (a? -f- ^ m /i)) = oo] . 

3. i)N = A . i>r = q . Z)q == q . 

4. num t^ = 00 . r mod ueQ.o. Du - = a . 

5. num 16 f N . . Z>w = a . 



Def. 



§ 5. 1, 2, 3. G. Cantor, MaA. Ann-, V, p. 123 (1871). Acta math., 
II, p. 343. 

4-7. DiNi, ib., N. 12, 13. 
Cantor, Math. Ann., XV, pag. 1 (1879). 



. .'*^M:yfl^?^Ç^ ■ ■ 



\ 
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6. DDu oDu. . 

7. peUi .o.Dpuo Du . . 
S. D{u^v)==Du^Dv . 

9. uov.o. Du Dv . 

10. Du u , Dv V . . D (u ^v) u ^'v , 

11. Duou.Dvov .0 ,D{u<^v)ou<yv * 

12. uoDu.voDvio.u^voD {u.jv) é 

13. w Du . . Ihi = Z>*t^ . 

14. ueKqA'usq^u.o.Vu ==.max Z>w .- . 
14'. » . I4 î^ » \^u== min Z>m . 

15. a £ q,j . . Z> (a H- 1^) = a H- Z>t^ . 

16. (u H- Z>v) v^ (v -h Dw) ^ {Du -f- Z>V/ Z> (w -+- v) . 

18. Du ùu.o . num Kq^ r^'we (û = Dw) = 00 . ' 



21. t>^u==r^^ D^u. Def 

22. i)^î^ = qn^«l(jpfN.Op.a?£Z>Pî^>. 

23. 2>£N.o.Z)P-*^^^w = Z>c^Z)Pw. Def. 

24. p £ N . . Z)P-*^^^ î^-=^ Z)« î^ . 

25. 2>f N.o.Z)^^-P^^ = Z>Pi)^w. Def. 

26. i? f N . . D^ u = (Z>^)P w . Def. 

27. D^^u = (D^)^u = r,'(I)(^)^u. Def. 

28. p £ N -+- 1 . . 2>«^^w = o < (b«^P-^)N t^ . Def. 

29. a,^ £ N . . 2>»û>Pt^ = (Z)wP)a ^ . : . • . î^^f, 

30. py aa, a„ ... ap £ N . . i)a„û3P4-aiCoP-V.,.+^P-i^;-^''p w == . 

D^'P lfp-^^.,.D^^^^'-^ D<^^^^ u\ Def. 



8, 18. G. Cantor. Math. Ann., XXIII, pag. 470 (1884). 
10, 11, 12. R. De Paolis. Teoria dei gi'uppi geometrici, ecc. Me- 
morie délia' Società Italiana délie Scienze, 1890, pag. 27, 28. 

13. J. Bendixon, Acta raathematica, t. II, 1883, pag. 416. 

14, 14'. DiNi, ib., N. 16. 

21-30. Cantor, Math. Ann., XVII (1880), 



V. - §§4-5. 
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16. a(x-^y) ^^^ax-h-ay . 

n. {a-hb)x = ax-hbx. / 

18. a (bx) == (ab) x ■• = abx . 

19. 1 a? = fic . . . , 

20. m a? £ Qo . c 

21. mod (a? -h y) ^ mod x -\- raod y . , • 

22. mod (tx = (mod a) (mod a?) , 

23. mO = 0. : ,■ r 

24. â? 1 2/ = a?i 2^4 -f- aî2 y^ -h ....-i- a?^, 2/n • • . 

25. œlyeq. 

26. 07 1^7 = (m a?)^ 

27. 0? I y =- 2/ 1 07 . ^ 

28. o? I (2/ H- 2?) =- 07 1 2/ -+- a? I ^ . 

29. (ao?)l2/=-.'r|(ay) = a(07|2/). 

30. i, = (1 , , , ... 0) . ig = (0 , 1 , , ... 0) ... U = (0 , ... , 1) , 

31. 07 = O^i ij -h Oîg ig -f- ... -hO^nin' 



Def; 



Def. 



a,6£q.a<6.o: 

41. ^a"-ô = (aH-Q)r.(6 — Q). ' 

42. a^ô=:(aH-Qo)o(& — Qo). 
43.. a^6 = (a-h Qo)^(& — Q) • 

44. a-^6-=(a^-Q)^(6 — Qo). 

45. b~~a = a~~b .b^a = a^b .b''^a = ii^b .b^a = a'^b , 
46.^ = 0^1. 



Def. 



5. — D. 



71 £ N . tf , V £ Kq^ . : 
1. Z>w = qn'^a!ît[l4m[(i^-<a3) — aî] = 0] 

•2. Zh^ = qn^^['i£Q.O;i.num(î^^(a?H-^m/i)) = Qo]. 

3. Z)N = A . Z)r = q . Z)q = q . 

4. num i^ = 00 . r mod t^ £ Q . o . Du - = a . 

5. num i^ £ N . . Du = a . 



Def. 



§ 5. 1, 2, 3. G. Cantor, Math. Ann., V, p. 123 (1871). Acta math., 
II, p. 343. 

4-7. DiNi, ib., N. 12, 13. 
Cantor, Math. Ann.,. XV, pag. 1 (1879). 



. ,'.. I ■-'■i!WPl 
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62 V. -^ § 5. 

6. DDuoDu. 

7. pe'^ .o.DPuoDu. 

8. D{uy^v) =^Du^Dv . 

9. t^o v.o.X>waZ>v. 

10. X>w o u . Z>u V . • Z> (i^ o v) w o t; . 

11. Duou.Dvov .0 .D{u^v)ou^v . 

12. tf o2>M.t;oI>t;:o.î^ot;ol>(t^^t;) . 

13. w Du . . Du = Z>*w . 

14. «^ £ Kq . r w f q - 1/ . . l' t^ = max -Da . 
14'. > . 1^ 1^ » \^u^= min l>w , 

15. a 6 q,j • . D (a H- 1^) = a -f- JDt^ . 

16. {u -4- Dv) w (v H- Du) ^ [Du -f- Z>î;, oD{u-^-v) < 



18. 2>w 1^ . . num Kq^» n i^j £ (w = Dm?) = oo . 



^-'0. 



21. Df^u^r^^ D^u. IM 

22. 2>^^ tt = qn^^ (l? £ N . Op . a? £ Dp w) . 

23. p £ N . . DP-*'»'!^ == D^DPu. Def. 

24. i? £ N . . DP+^ u^D^u. 

25. pe^.o.D^^P u = DP D^u. Def. 

26. p£N.o.i>P^î^ = (D^)Pw. Def. 

27. i>«'w = (D05)«t^ = o'(i>»)«tt. Def. 

28. jp£Nh-1.o.D^^^i^ = o< (D«''"Vt^. Def. 

29. a,jp f N . . 2>»û5''î^ = (D^'^)^ «^ . Def. 

30. i?, «0, «1, ... «p f N . . D«.a;P+«i«^''~^+-.+''p-i'^*"^''^ u = 

D^P D"*?-!^... D«i^P -' D«o^^ w . Def. 



8, 18. G. Cantor. Math. Ann., XXIII, pag. 470 (1884). 
10, 11, 12. R. De Paolis. Teoria dei gi^uppi geometrici, ecc. Me- 
morie délia Società Italiana délie Scienze, 1890, pag. 27, 28. 

13. J. Bendixon, Acta mathematica, t. 11^ 1883, pag. 416. 

14, 14'. Dini, ib., N. 16. 

21-30. Cantor, Math. Ann., XVII (1880). 






V. — §§ 5-6. Ôâ 



w « Kq . : 

41. Du = q r^^£ [x = r(i6 o (a? ~ Q))] . Def. 

42. i>4i*=q^»£[aî=li(i^'-^(a?-hQ))]. Def. 

43. Du -=== D'u^ D^u . 

44. D' (— i^) = — Z)^t* . Z)i (— u) = — i>'t6 . 

45. D' (u^v) = D'u^D'v ^D^ (u^^v) = D^ii^D^v . 

46. i)Z)'w Z>t^ . Z)2>iî^ Z>i^ . D'jDw o Z)'t* . D^Du o D^u . D'D'uoD'u . 
D'D^u Z>'t^ . Djyu D^t^ . B^B^u o D^t^ . 



§ 6. ^ J, JE, L. 

wfN.î^jVfiKq,, .o: 

1. Jt^ = q^rNaîf (TifQ.aî-h^mTioi^.- =/iA). Def. 

2. Eu^Ii-u). Def. 
S. I/t^ = (- Jw) {"Eu)., Def. 

4. £(-iA)==Iii^.L(-.t^) = Z4i. 

5. Jw /^ £i^ = A . Jî^ ^ Lw = A . Eu o Z/W = A . Jw w JB/f^ w iw = q,^ . 

6. Jw î^ . JEJw o-'U.uoIu^Lu.^uo Eu o Li^ . 

7. //i6 = Iu.IEu = Eu . Lu == JLt^ ^ LLi^ . LLu = L Jw o I,£t* . 

8. J(t* r-. Luy=A.ELu=^Iu o Eu,EIu=~{Iu v^ L Jw) .EEvr=="[Eu ^ LEu). 

9. ZLJt^ = A . JL^w == A . ILLu = A . LLLu == I»Z»t* . Z/L/i« = LIu . 

LLEu = LJBiA . LILi6 o LLi^ . 

11. uov ,0 . luolv , Evo Eu , Lu o Iv^Lv . 

12. I(ur^v) = lur^Iv , E{u^v) = Eur^Ev , 

13. Iu^IvoI{u^v)o Iu^Iv^{Lu)(Lv) , 

14. Eu^EvoE{ur^v)o Eu^Ev^{Lu){Lv) . 

15. ( Ji^)(Lv) ^^ (/v)(LiA) 1.(1^ r^ -y ) (Iu)(Lv) o {Iv){Lu) ^ {Lu){Lv) . 

16. (£i^)(Lv) v^ (EvXLu) Uu v^ v) {Eu){Lv) ^ {Ev){Lu) ^u [Lu^Lv) . 

17. /(JiAoJt?) ===Iu^Iv . 

18. I{LLu^LLv)^K. 

19. W- = A.-W-'==A.O. LW - = A . 

20. lu^^u-'Diru). 



§ 5. 44-46. BuRALi-FoRTi. /S'wZ^e cZossi derivate a destra e a sinistra, 
Attj Ace. Torino, 1894. 

§ 6. 1-18. Peano, Arithmetices principia^ 1889, § 12. 
19-20. Jordan, Cour9 d'Analyney 1893^ vol. I, pagr. 20, 



64 V. — § 7; 

- § 7. ^ C;.med. : :: . . :. 

n £ N . w , t; £ K q,^ . : 

1. Cu = q,^r^xe[\^m{u — x) = 0]. -, Défi 

2. Cu = u^ Du =^v,^ Lu = lu <^ Lu = - Eu . 
,3. CGu^Cu. 

é. C{u^v) = Cu^Ov . =. . 

5. uov ,0 , Ouo Cv , 

6. C{Ur^v)0 Cur^Cv. 

7. Cu = u. Cv = v .0 . C{u^v) =^ Our-.Cv . 

8. u e Kq, V Ujl^u s q.o.V Ujl^u a Ou. 

d. œe Du .^ ,œ£ C{u''t co). - 

10. iium ue'^ .0 .u=Çu, 

âl. w £ K q . . med w = (1^ w)*" (1' ia) . Def. 

22. » .o.medt* = q^ x e{y ^zau ,y <,œ<.z .^ =^y^ z^) > 

n£N.w,v£Kq;^.o: 

23. med w = q^ ^ a: £ (a £ q^ . Oa . a | ^ £ med (a [ i^) . Def. 

24. Xji/eu.œ-'^y.pjqeQ.o.ipx-hq y)j(p -^ q) ^ med t^ . 

25. 2* V . . med u o med v . 

26. med u^^u. med v = v . o . med (u^v)=- (med i^) '^ (med v) . 

27. med med w = med îA . 

28. J med w = med t^ . 

G. Peano. 



§ 7, 1-9.. Peano, Math. 4nn. XXXVIÎ, pag. 195. 



V,V- §§ 9:6. 



63 



usKq,o: 

41. i)'^^==qr^"^f[aî==r(î^-^(aî~i^))]•^ ''-" ■': Def. 

42. Z>4^A= q o a? f [a?= 1^(1^^(02-+- Q))]. Pef. 

43. Z>w = D'u^D^u . . . ; 

44. V (— w) = — Z>^w : Z>, (— u) == - i)'i^ . 

45. D' {u^v) = Uu^D'v\ Di^{u^v)=- D^u^jD^v . 

46. Z>Z>'i^ Z)w . DD^î^ Z)i^ . D'Du Z)'w . D^Du jD^î^ . 2>'Z)'i6 oD'u. 



§ 6. - J, JE, L. 



huhou.^ --^h'A) ; 



Def. 
Def. 
Def. 



W£N.t*,vÊKq,j.o: 

1. Jw = q,^r>a?£(/i£Q.aj 

2. Bu^Iy-u). 

4. ^-.tt) = J^A.Z*(-^A)=X^A^ 

5. lu r^ £2^ ^=A,Iu^ Lu = A . -Eî^ -^ Lu == A, Iukj Eu w Z/w = q,^ . 

6. luou . Eu - u , u lu^ Lu . -^ u Eu ^ Lu . ' 

7. JJi^ = Ji^ . lEu ==Eu . Z/W = ILu V Z/Lw . LLu = LIu o LZJw . 

8. I(u o Lu)=A,ELu=Iu ^ Eu.EIu^^^-^Iu o L Jw) .EEu==-{Eu ^j LEu), 

9. ILJî^ = A . JLJEw = A . ILLu = A . LLLu =^ I/Li^ . I/L/w == LIu . 

LLEu = LEu . LILu LLu , . r 



11. î^ V . . Jtt Zy . -Ev ^w .LuoIv^Lv. 

12. I{ur^v)== lUr^Iv . E(u^v) = Eur^Ev . 

13. lu^Ivo I{u ^v)o lu^Iv^ (Lu){Lv) . 

14. Eu^EvoE(u^v)o Eu^Ev^(Lu)(Lv) , 

15. (Iî^)(I'V) ^ {Iv){Lu) oL{u r.v)o {Iu){Lv) o {Iv)(Lu) ^ (Lu)(Lv) . 

16. Ieu){Lv) ^ (Ev){Lu) Z/(w v^ v) {Eu){Lv) w {Ev){Lu) ^ [Lu){Lv) , 

17. I{Iu^Iv) == luolv . 

18. iIlLu^LLv) = a . 

19. «^ - = A . - i^ - = A . . I/W - = A . 

20. lu^u-Di^u). 



§ 5. 44-46. BuRALi-FoRTi. /S'i^i^Ze cZassi derivate a destra e a sinistra. 
Atti Ace. Torino, 1894. 

§ 6. 1-18. Peano, Arithmetîces principiay 1889, § 12. 
19-20. Jordan/ Cbws d'Analyse^ 1893; vol, I, pag. 20, 



'. .''" -Ts-TÎT 



6é 



V. -•§?. 



§ 7. — C, mfid. 

1. Ou=q,^r^x€[]^^m(u — x)^0]» Def. 

3. CCu==^Cu. 

4. C{u'^v) = Oa^Cv » 
6. M 1> . o . Ow Ct; . 

6. C{ur^v)oCursOv . 

7. Cî^ = u. (7t; = i;.o. C(t«ot?)==: (7î4oCt?. 

8. i^ f Kq . r 1^, 1^ 1^ £ q . . r 16, 1, t^ £ Ci^ • 

9. oo^Du. = .œaC{U''i œ). 
10. num î*fN,o,t6=Ow. 

21. t^ £ K q . . med i^ = (1^ w)"" (l' t^) . Def. 

22. » . . med ?6 = qo xe(yyZ£u.y<C.œ<,z.'- =«y , i a) . 

n£'N,u, veKq^.o: 

23. medw = q^^^âîf (a£q„.Oa.a|a7£med(a|t6). Def. 

24. Xjyiu.x-'^y.pjqâQ. ç>,{pX'^qy)\{p-\-q)emeàu . 

25. 16 V . . med u o med t? . 

26. medt6 = w.med v = v. o. med(a^t;)=»(medi*)^(med !?)• 

27. med med w = med w . 

28. /medw = medt6. 

G. Peano. 



§ 7, 1-9, Peano, Mcuth. 4n«. XXXVn, pag. 195, 



VI. - § 1. 
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VI. 

§1. 

1. uoov , = :fe (<;f<^)sim.-=/-A . 

2. uoou , 

5. num it f N . : w co V . = . num w -= nutn v . 

6. num î^ = oo.o/.i?ow.t;-=:i*.t;cot^;- ==y a . 

7. nooN.RcoN.rcoN. 

8. Nalg = qVa; f (p £ N . «0, «i, ..., «,j f u . au - = Ca^ a?P4 a^xP^^ 

-^ Ctp =^ . " =p,aQ, ai, ... op A.) . 

9. NalgcoN. 

10. w co N . V 1^ . num v = oo . o . î^ co i; . 

11. î^co VcoN . . (tKJV) coN . 

12. w f Kq . tt «^ N . a, & f q . a < & . o . (a""^) ^ (- 1^) - = a . 
nf N. w, v, ... f Kq^j . o : 

13. Du OU.O.UOD^.^^.Uood, 

14. i>w = u.o »uc^d , 

15. W ^^ Z>2t == A . . 2* co N . 

16. 2>w co N . . ifc co N . 



Def. 



Def. 



§1. 

1. Cantor, III, tr. fr., p. 311. 

2. Dedekind, lui, n. 32. 
4. » LUI, n. 33. 

6. Cantor, III, tr. fr., p. 311. 

7. » III, tr. fr., p. 319. 

8. !> II, tr. fr., p. 305. 

9. » II, tr. fr., p. 306. 
10. » III, tr. fr., p. 313. 

5 — Formai, 



11. Cantor, III, tr. fr. p. 313. 

12. » II, tr. fr., p. 308. 

13. * XXIII, p. 488; 

XXV, p. 388. 

14. * XXIII, p. 485; 

XXV, p. 381; 
Bendixson, XXX. 

15. Cantor, XII, tr. fr., p. 373. 

16. » XII, tr. fr., p. 373, 
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VI. 



§§ 1-2. 



17. 

18. 
19. 
20. 
21. 
22, 

23, 
24. 
25. 

26 

27. 

28. 



29. 
30. 



us Kq,^:7i£Q . Oh . w^mod 57if numNocoN .'. o.wf numN^coN. 

m, 71 f N . . qmco q^^ co 5 . 

» . m - = /i . . (q^fq^) sim cont = a , 
m £ 1 -f- N . .-. f f (q^nfq) cont . f q = q,n : - =/• a . 
i^ £ Connex . == : : a,6£W./if Q.0a,b,7i.*.p£ N. a?£ wfZ^.£c^=a .a?p = 

= & : r £ Zp— 1 . Or . mod (a?,+i — a?>.) < /i : - =p, a? a . Def . 

u f Connex . o . t^ o Du . 

t^ £ Contin . = : Du ou, us Connex . Def. 

Uy Vy w, 2, ... f Connex :i^^i;- = a.î^^i(;- = a.w^.£;- = a... :o. 

(w -^ v w w w 2 ^ ...)£ Connex . 
u, Vj Wy ..., k £ Contin :w^v- = a.î^^. iy- = A... wofc- = A.*.o: 

(t* o V \^ m; ^^ ... v^ A;) £ Contin , 
w £ Contin .vow.vooN.o.«^-v£ Connex . 
w £ Kq . Du co N . /i £ Q . :|? £ N . «i , a^ , ... «p , &i , &2 ? — <^/) f ^ • w »i^ ^i '■■' 






-mod(6p — ay) 



Di* = u . (Kw) Contin =- a i o : w = Dw . w ^. ?/; = a . - =«, a . 
u, V Bliq,u = Bu ittjb sq.a^bo Du . =0. 6 a : v 30 N .'. : 

c £ q . (t^ — c) .n V =r= A . - =c A . 



§2. 



1. 1^ , V £ K . : Nc^ u == Ne' v . — . w co t; 

2. 1^G = XB {uzK,x = Hi&u : - =^ a) . 



Def. 
Def. 



17. Cantor, XXIII, p. 457. 

18. > III, tr. fr., p. 316. 

19. » III, tr. fr., p. 315. 



26. De Paolis, LVIII, p. 29 

27. Cantor, XI, tr. fr., p. 366. 



28. 



XII, tr. fr., p. 376. 



20. Thomae, V; LuROTH, VI;Can- 29. Bendixson, XX, p. 427. 

TOR, VII;Netto, IX; Mi- 30. Scheeffer, XXIX. p. 291. 
LESI, LXV. 

21. Peano, LIX; Hilbert, LXI. § 2. 

22. Cantor, XVIII, p. 31. 

23. De Paolis, LVIII, p. 29. 1. Cantor, XLIX, p. 56. 

24. Cantor, XVIII, p. 31. 2. » > p. 56. 

25. De Paous, LVIII, p. 28. 



VI. ~ § 2. 67 

4. aeNc. w £ K (K^Nc^a) . Nc^i^ == b : x , y t te . x ^ = y , Ox, y » x ^ y 
= A .-. . oô = Nc^ (v^ ^w) . Def. 

6. a, &, C£ Ne. 0. a-l-6 = 6-ha. a-f-(&-i-c) = (a -f- 6) -f-c.a& = 6a. 
a (bc) == [ab) c . a(b -h c) =- ab -^ ac . 

6. a,6,C£Nc.o.a-t-&H-c = a-h(6-i-c) = (a-f-6)-i-c. abc=a (bc) 

= (ab) c . Def. 

7. m Kord . = .•. w£K:aî,2/s^*'^*^ = 2/'^^SMy^2/Sw«^î^?2/£^. 

ce S« y . y'S^ X . =-0;, yA:x,yjZs,u.xSuy.y S„0 . Ox-,y, ;? . a? S«. ^ . 

Def. 

8. w , ^? s Kord .o::fz[v ford u) . = .-.fz {v ïu) sim :x ,yzu .x^^y . 

o.fxSvfy. Def. 

9. tA s K bord . = :•: w £ Kord .a?£(£C£î^:y£î^.î/SMa!;. =^y a) - == a :: 

ce £ i^.Oo; .'. ^ £ w . a? S„ y . s £ (jsr £ w.a? S^, 2?.2? S^ 2/) == ^ : -=y a . Def. 

10. UyVzK bord .o: Ntrasf ^w=Ntrasf ^t; .==/"£ {v ford t*) . - =/• a . Def. 

11. Ntrasf = ce £ (w £ K bord . ce = Ntrasf ^w . - =^ a) . Def. 

12. u yVzK bord . Ntrasf ^w = Ntrasf *t? . o . w co v . 

13. UjVzK bord . o :: Ntrasf^w > Ntrasf^v . = .-. Ntrasf^w - = Ntrasf^v . 

wzK bord .woïc, Ntrasf^ w = Ntrasf ^t? . - =-w a . Def. 

14. a ^ ^ £ Ntrasf. o:^<a. = .a>p. Def. 

15. a , ^ £ Ntrasf. o:a = ^.v-..a>p.v^.a<p. 

16. m £ N . :: w = F^ .=.•. mK bord No : £ w : m' £ N . m'-> m . =m' . 

m' zu:m' ,m' EU .m <^m' . Om\ m" m' S„ m" . Def. 

17. m £ N . . Ntrasf^ r,^ = m -t- 1 -= tium r,„ . Def. 

18. mli bord . num w £ N . o . Ntrasf^ u == num u . 

19. w £ K bord . num w == oo . m £ N . o . Ntrasf^w > m . 

20. u=(i).=.\u £ Ntrasf: m £ N.o,ji.î*>m:a £(Ntrasf- N) .a<i6 . = a . Def. 

21. a£Ntrasf.o::w= Y^.=.\u £ Kbord Ntrasf : £ u:(x' z Ntrasf.a'->a . =^^ 

. a' £ w : a' , a" £ w . a'< a" . o^' ^j" . a S^ a" . Def: 

22. as Ntrasf . o . Ntrasf' ( F^ - a) -=- a . Def. 



3. Cantor, XLIX, p. 59. 13. Cantor, XLIX, p. 26. 

4. » » p. 60. 

5. » » P- 59, 60. 
7. GUTBERLËT, XL, p. 183. 

9. Cantor, XVIII, p. 4. 
10. » » p. 5. 

12. » XLIX, p. 74. 



15. 




» p. 26. 


17. 




XVIII, p. 3. 


18. 




p. 3. 


20. 




. p. 33; 






XLIX, p. 34. 


22. 




XVIII, p. 15. 



68 tl. - § 1 



ir-'r^:.» 'h-.Ti 



23. w , v £ K bord .ur^v^= a .\wzK ord :w = u^v:œyyzu.xSuy. 

Oa;,y *xSusy:x,y^v.œ S» y .Ox.yxSwy : ajs w.j/si^.o^c.y.aîStoy :: 
. t^ £ K bord ■. 

24. » » > Ntrasf w=a.Ntrasf^v=-i3:o.Ntrasf ^î^=a-hP . 

Def. 

25. V £ Kbord :utv .o^-u^K. bord : m , u'zu.Ouy . w-^ w'=a :: i^? £ Kord 

.•.a?£W.î^£î;. = a;£t^:w£v.aî,î/£W.a?/S!MÎ/.Oa;,y,t*. x S^y : 
ii,u' zv.uSoU' .xeu.ysu'. Ox,y,u,u' .X Su3y'y-o:wt Kbord . 

26. » » » Ntrasf ^v =^^:uzv .o^. Ntrasf ^i^ =a .-. o . 
Ntrasf^w;=-aj3. Def. 

27. a £ II . = : (3c £ Ntrasf . F^co i\r. Def. 

28. II-:;oN. 

29. i^£KII.Uc^N.maxiA = A:o.p'£(^£lI.wo ?g:^'£ (Fq-jS) .og' . 

' î^ - Fg') . - = A . 

SO. P £ K (N^II) . a^s K II : ^' , ^" s ^ . ^' < f . o^'^ ^" . a^' > (x^".\ o . 
num ag £ N . 

31. tiéKII.o.iniiiw* = A. 

82. tt £ K II . : num wèN.w.i^coN.^.wcoII. 

83. uzK.uod'N .(xzlI:o^:vsK bord . v = w . Ntf ^ == a . - ==t, a * 

34. a,p,YsN^II . î a4-(|3-h y) = (a-hi3)-hY . «(iSy) =(ûe^)Y, 

ôt(P-f-Y) = a^-f-aY* 
85. a,PsNv^II.ôc-i-^- = ^H-a.-=^^pA. 

86* a , |3 , y £ N ^ II . : a -h |3 -+- Y = a -f- (P -+- y) = (a -H P) -h Y . a^Y= 
a (^ Y) = (« ^) T • I>ef. 

87. u=Q.=.\u £ Ntrasf: II o F^ : ^ £ Ntrasf. ^<î^ . II o F^ .=a . Def. 

88. u s Kord^j q,^ . = : tt £ Kq» . El^ i^ £ Kord . Elg i* £ Kord ...Eln t« £ Kord . 

Def. 



23. Cantor, 


XVIII, p. 6. 


31. 


Cantoe, 


XVIII, p. 37. 


24. 


> » 


32. 




» p. 38. 


25. 


» p. 7. 


33. 




» p. 5. 


26. 


> » 


34. 




p. 7, 39 ; 


27. 


» ■ p. 35. 






XLIX, p. 26. 


28. 


* >. 


35. 




XVIII, p. 6, 7. 


29. 


» » 


37. 




» p. 38. 


30. . 


» p. 37. 


38. 




XLIX, p. 68. 



Vi. - §§ 2-3. 



é* 



39. u,vz Kord . o . Ty^^ u = Ty^' t; . = . f e (t? f ord t^) - ==/■ a . Def. 

40. u,vt Kordn . o : Ty^'î^=Ty^^ v .=-. Ty^' El^ i^^Ty^^ El^ v . Ty^' EI^ 

w = Ty/El2i;...Ty/Elni^ = Ty/ElnV. Def. 

41. Tyn = a? £ (w £ Kbrdn . x = Ty^^^ t* . - =^ a) . Def. 

42. w,i;eKord^q^.i^^t;=A. t«?eKord^^q^ . w=u^v:Xjyzu , ieZ^ . 

aï,- S„ i/i . Oa;,2/,t . 0?; SwPi '.Xjyzvdz Z,^ . a;. Sp î/e . o^,j/,i . Xi Sto^e : 
xeu.ytv.izZ^. Ox.y.i^Xi^^yi : Ty^' i^^a . Ty^^ v = ^. Ty^* 
t(? = Y.*. o.Y = a-4-^. Def. 

43. vz Kord^ ^T^Yn ^=P : t^ s v . o^.wsKord^tq^. Ty^^t*=a: w,w'£ v . 

Ou,m'.w o u'= Aiwz Kordn q« . Ty,^* w=^x 'Xiu .uzv ,=.xzw: 
u' sv ,Xfytu'.ieZn»x^Su' yi'Ou',x,yli ^Xi^^yi : u\u"tv ,xtu' . 
yiu\ii Z/, . u'i ^0 u"i . Ou'.u",x,y,i . «/ S^y, : : . Y = a P . Def. 

44. a , p , Y sTyn . o : « -i- (^ -f- y) = («-^P). "+- T • « (^r)=(«i3) T .. « (Pi-ï) 

= aj3 H- «Y • 

45. a,i3£Tyn.aH-^- = pH-a.-=^ ^a. 

ai3. = |3a.-=^^^A. 

46. a , p , Y £ Tyn . o : a h- ^ -f- y = a h- (^ -f- Y) = (« H- P) H- Y • «^Y =^ 

a(^Y) = («^)T. _ Def. 

47. m e N . . ^ (m , 7i) = num a s (a s Ty» : u s Kordn . num w = m . o^ . 

Ty^« w = a) . Def. 

48. $ fm,nW2f-lÏÏi'*"'^2'^-*-*'^'» Z' ^i V ^A ( ^'^ V0i-TiXÎ2-Ï2(l*-TH)\ 



§3. 
1. yf I^II.D^ wcoN. 0. wcoN . 



39. Cantor, XLIX, 
40. 



41. 
42. 
43. 
44. 
45. 



p. 71. 

» 

» 
p. 76. 
p. 77. 
p. 76, 78. 



47. Cantor, XLIX, p. 82. 

48. SCHWARZ, LI, p. 11. 

§3. 

1. Cantor, XII, tr. fr., p. 376* 

2. » XXIII, p. 471. 



70 VI. -- § 3. 

3. Du coN.oryflv^II. D^u == a . - =y a . 

4. 7 £ I o II . D^u = A . . t^ co Du co N . 

5. Z)î^-coN,o.a;£(y£loII. Oy . xs D'^u)^ = a . 

6. 2>^t^ = ^(7£l^II.0y.aîf 2>'^w) = rs<2>N^"w. Dof. 



7. 2>i^-Z)^woQN. 



G. VlVANTI. 



3. Cantor, XVIII, p. 7-8, 31. 6. Bendixson, XX, p. 419. 

4. » -» > 7. » » > 

5. Bendixson, XX, p.. 419. Phragmén, XXVL 
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Avvertenze. — L'indicazione délie pagine dei N. XVIII uelle note si 
riferisce all'edizione a parte. 

L'indicazioiie délie pagine dei N. XLIX si riferisce ad un opuscolo con- 
tenente i NN. XLV e XLIX, e portante il titolo: Zur Lehre vom Transfi- 
niten, gesammelte Abhandlungen aus der Zeitschrift fur Philosophie unçl 
philosophische Kritih, Halle-Saale, Pfeffer, 1890, 93 pag. S"". 
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VII. 



§1. 



w e Kq . r t* = 00 . f e q f t^ . :: 

1. 2/sq.o.-. yelinia?,**,»/'»;. = : hsQ .azq.Oh.a. f[u^{a '+-Q)]r^ 

{y-h)—iy-^h)-^A. Def. 

2. ooelima?,w,oo/'a?.=:meQ.aeq.Om,a.f [w^(a4-Q)]^(m-f-Q)-=A . 

Def. 

3. — 00 > .==: > '-^(— m— Q)-=A. 

Def. 

4. m £ q.o.liiDo; ,u,o=fx^^ linia?,u ^ (/n+Q) , oo /a? . 

5. vsKq.t;ow.rv==oo.o . limayjcoofajo limjcujoofaî. 

W£Kq.rî^= co , fzqîu. lim = lima?,t*,oo .o:: 

11. Mmfx-^A. 

12. /"e Q f w . . lim jfa? Qo ^ 1 00 . 

13. /^e(— Q)fw.o. » — Qo^t(— oo), 

14. /isq.'.aeq . Oa :&£ w^(a-f-Q) ,.mfb<.h. - =6 A::o.q^liin/ïc-=^A. 

15. aeq. rm/'[w^(a-HQ)]eq. . q.^lim/'aî- = a . 

16. » . v£ Kq.l'mveQ . Z' [w ^ (a -f- Q)] o v. o Aimfxo Cv . 

17. riim/a?elim/'aj. 

18. Il 

19. riim/'aj = maxlini/'aj. 

20. Il lim /se = min lim fa? . 



§ 1. 1. Cauchy. Analyse Algébrique^ Paris, 1821, pag. 13. « Quel- 
quefois ... une expression converge à-la-fois vers plusieurs limites dif- 
férentes les unes des autres. » 

1-5, 11-20, 31-33. Peano. Sulla deflnizione del limite d'una fun- 
zione (Rivista di Matematica, t. II, a. 1892, pag. 77-79). — Lezioni 
di analisi infinitésimale. Torino, 1893, vol. I^ pag. 259-265, vol. II, 
pàg. 53-57. 
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21. Dlimfxolimfx, 

22. vzKq. Dvov .oifzqfN . lim fx -=v .- =/• a . 

u £ Kq . r w = 00 . fe q f w . lim = lima? , u ,» . 2/ s q . o .*. 

31. 2/ £ lim /"â? . = . £ lim (/"a? — y) . 

32. » . = . a£q . o.y£ (7/'[i^o(«-f-Q)] ; 

33. y''e\imfx,=:hzQ,aEq.f[u^(a-hQ)]r^y — h y i-;i = a.- =;» « a , 



§2. 

ueKqA' u^œ. fsqfu , lim = limic,t*,» . o^ 

1. 2/ £ q . o :: 2/ = lim fx .=.-. 7l£Q.0/l:a£q./'(^^'-^ (o^-f-Q)) o {y— h) 

(y-hh) . - =^a A . 

2. 00 = lim /"a? .-=.•. m£Q.o,^:a£q . /" (w r^ (an-Q)) o m -h Q . - ==a-A.. 

3. — QD=» > » — m — Q » 

4. lim/'aî£q. = :: /i£ Q . Oa .-. a;'£q : oî^ , a;^ £ w '^ (aî'-f- Q) . 0*4, «^ • 

mod (/aî^ — fXz) < ^ : - =<»' a . 

5. » . = :: » a;'£w:aî£t*o (x'-\-Q) . Ox- . mod (fùc — fxj 

K^hi" =-x' A . 

6. lim /"a? £ q v^ 1 00 ^ t — oo . = . l' lim /'as = 1^ lim fx . 

7. 2/ s q • : 2^ == lim fx. = .0 = lim (/"a; — 1/) . 

8. V £ Kq . v 2^ . r V == 00 . lima; .Ujwfajfiq^^tdb^t — oa .Ov lima;. »,<»/'«• 

= lima; , M , 00 / a? • 

11. fs,{qfu)cres. = :x,yzu.x<,y,Ojc,y.fx<ify' Def^ 

12. /'£(qfw)creSo. = : » ^ » Def. 

13. /'£(qftA)dec.= : » > » Def. 

14. /'£(qfw)deCo. = : » ^ » Def: 

15. /'£(qfw)creSo .0 . lim/'ajfiq ->too.limfa? = r/'w« 

16. » deco.o. » q^i— 00. » =\^fu. 



21, 22. Bettazzi. Suipunti di discontinuità délie funzioni di varia- 
bile reale (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, VI, pag. 173). 

§ 2. 1-5, 15, 16. DiNi. Fondamenti per la teorica délie funzioni dû 
variabile reale ^ p. 21. 

6. P. Da Bois-Reymond. Allgemeine Functionentheorie^ p. 2$6. — 
BoLZANO, V. Stolz. Vorl, il, Arith, I, p. 166. 

7, 8. Peano. Lezioni di analisi infinitésimale ^ vol. II, pag. 59, 61, 



vu^U^^ '^ 



17. a e q . . lim a = a. 



21. y 8 lima? ,N,»/'aj.o:veKN. liniaï »» , » f» = y • - «^v a . 

22. m e N . num lim fx^m,o::v^ ^ v^,, ... v,^ & K u .««^^o v^^.^^Vj^ 

reZ,».Or .limx.t?^,*) /'a?elima;,«».^A/'aî.'..y elim/'ai.Oy •.i' sZ^. 
lim^,tr^, 00 f a; = 2/ . - =r A .•. - =»iife.«t...«HkA . 

23. num lim fa? = oo. lim/'a?coK. as «&(Ki*)fN. • »a^* «N'^^efN* 

Or . lim«,,«^ 00 /*» e lima? , « ,»/« -vy e liatt^ar. o> rre N . 2p =« 

lima;,©^, 00 fX\ — =«r A .•*. -=«» A . 

f 3. 

tt s K(l . r 11 = 00 ..f ^^ e q f 11 . lim = lim^? , u ,.• -o : 

1. aeq:aîeîi^C^HrQ).o^./'aj><7a?:a. maxlim/*»^ maxlhn^af. 

2. » » , > min » min » 

3. > > » rfim/'a? j lîm^aî6qv^t(+ooj:o. 
lim fa; ^ lim y a?. 

4. lim fa? , limy aîeqv^t(±oo) . lim/'a;> lim^a? .0.*. aeq:a;et*'^ 

(a -+- Q) . Oa; . /'a? >^ aï : - =« A . 

5. lim f a? £ Q . : a e q . f{ur\{a -f- Q)) o Q . - =^ a . 

6. feeQ . O/k .•.aîett:a?4,aîj&w^(«H>^Q) ,o^4.a^ .m[/^cr4 ^^aj^] <A:r 

- =x A :: . lim fx , lim ^ a? e q . lim fx = lim g x , 

7. Hp V^.\x\x"z u.Ood' ;x"'fx>gx":\oAraL fx^\i fu=-Vgu = lim^a? . 

8. » » » .•.as que' y x" & u^Osc' , i»'N a^gœ' ""/te ':: 
. a == lim /« =^ lim^ . 

9. 2/ e q . lim /"a? = lim^ a?== y r o*:: & s Q . a^^Aap s »: aPj , ar^ s wrs (ar-+-Q) . 

o«i ,a;2 . m.[/?ar, — fl^ a?,] < fe: - =«r a . 



16. aeq.o. lim«,q, 00 a r == | . 

i-H Q l-l-QO 

^ . . lim« ^ q ^ 00 a a; = } . 

,. « ^ 

18. aeq.o.lima;,q,oo-- = . 

a? 

19. as 1 -+-Q.o.llma;,q,oDa« = -ha> . 



21. Bettazzi, 1. c. 

22, 23. GiUDiCB. Bulle Successioni (Rendiconti del Circolo di Palermo, 
V, pag. 280). 



-t^/7 
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'f^^i 









20. a = 1 . . lima; , q ,<» o^ = 1 . 

21. aeQo(l— Q).o.limar,q,<»a« = 0. 

22. a e 1 H- Q . . lima; , q ,» Log^ a? = -f- oo . 

23. a£Qo(l — Q).o.lima;,Q,ooLogaaî-= — 00 . 

24. a e Q . . lima? , q ,» a?*» = -4- oo^. 

25. a e — Q . o . lima? , q ,» oj» = . 

26. a e q . . lim (a -f- fo?) = a -h lim /"oî . 

27. lim(/'a3-i-^a3)olim/'a;-hlim^aî. 

28. lim fxsq.o. lim {fX'h-gx) = lim fa? -h lim ^ £C . 

29. lim fa? = -+-00. — oo-e lim gx .o , lim (fa? -4- ^ a?) = -+- oo 

30. livafx = — 00 , -H 00 - e lim gx .0 , lim (fa? -h ^r a?) = — 00 , 

31. lim f , lim ^ e q . . lim (fx+gx) = lim /'a? + lim g x . 



32. limf a!;=lim^a3 = 



■ 00 l-f- 00 

.o.lim(faj-i-5-a?) = 

- 00 f — 00 



33. a e q - 1 . . lim afx = a lim fx . 

34. a e q . lim fxz(\.o . lim a /"a? e q . 



35. a £ Q . lim fa? =- 



36. as — Q.lim/a?= 



-00 



0. lim a /'a; = 



-00 



o.limafaj = 



-00 
■ 00 * 

— 00 
-f-00 



37. lim [fx Y.gx]o lim fx X lim g x . 

38. \vaifxz(\ . 0. lim[/'a?X5'^] = Hm/'aîX lim^a?. 

39. lim /"a? = . + 00 - e lim gx.o , lim (fxy^gx)=0 . 

40. lim mod /"a; = 00 . - s lim gx .0 . lim mod {fxyigx) = œ, 

41. lim /b? , lim^'a; e q . . lim (/"a? y.gx) = lim /a? X 1™ 5^ ^ • 

42. f e (q - 1 0) f w . , + 00 - e lim /a? . . lim — = - — — . 

/ X lUIl / X 

43. e lim f a? . . 00 e lim mod --— . 

fx 



44. Hhooelim/'aî.o.Oelim 



f^' 



45. lim/'aîeq^ -lO. 0. lim— ^ = 



fx lim /'a? 



46. lim fx = + co.o. lim -— = . 

fx 



47. lim /a? = . . lim mod — - = 00 . 

fx 



VIL - § 3. 7Ô 



f X 

48. lim fa? = . - £ lira, g x .o . lira — = . 

gx 

o X 

49. » » . o . lira mod -— = oo . 

fx 

f X 

50. lim mod fx^ oo . -f- oo - e lim gx ,o. lim mod - — =- oo . 

- ^ gx 

51. » » .o.lira§^ = 0. 

fx 

•f nf* lini f X 

52. , + QO-£limfa?^>limtf 0? . o . lim — o . 

gx lira ^ a? 

^ X lim f X 

53. lira fxzq, lim ^r o? e q ^ - 1 .o. lim — = . 

g X lim g x 

54. /e Q f î^ . a £ q . . lim [fx^ --= [lim /ic]« . 

i-4- O ' v-h 00 

^ . lim fx = -hoo . . lim [fx]' = | 

56. a£Q. +;a)-£lim/'a;.o.lima/"^ = a»*"n/'^. 

57. a£lH-Q.-Hoo£ lim fx,o.-^cce lim a/"^ . 

58. a £ Q -. (1 — Qj . -+- 00 £ lim f a? . . £ lim af^ . 

59. a £ 1 -h Q . — 00 £ lim fx ,0 ,0z lim a/"^ . 

60. a£Q^(l — Q). — oo£lim/'a?.o . h- oo £ lim a/*^ . 

61. a£ 1-hQ. ^ I-+-00 . 

62. a = l. |lira)ra? = -hoo .0. lima''^== 1. 

63. a£Qo(l— Q).j (o. 

64. a £ 1 -h Q . ^ . 

65. a = 1 . I lim fa? = -— oo . o . lim af^ = < 1 . 

66. a£Qo(l— Q)J (-4-00 . 



fzQfu.o: 

67. a£Qo-tl.O,4:oo-£ lim fx.o. lim Log^ fa? = Log« lim /'a; . 

69. ae Qr^(l— \^).\ / — oo ^ ' 

70. a£lH-Q. i^ ,. ^ ( — 00 ,. ^ 

_. ^ ,^ _. > 0£ lim /"a; . o . I £limLog^faî. 

71. a£Qo(l— Q).) ' /h- 00 ^""^ 

72. a £ Qr>- 1 1 . lim f a; £ Q . . lim Log„ fx = Log„ lim fx . 

a£ 1 -I- O . ) \ — 00 

74. ^ ^^ ^ lim/'a; = 0.o.limLog,. faî = 

75. lim /a; £ Q . lim (^ a? £ q . . lim [fx9 ^] =- [lim fxf^'S'' . 



«0 VIL - §§ 84. 

1-f- 00 i-l-oo 

77. lim/^cceQ- (1— Q).lim^aj=j ^ .o.lim[/'aj'^] = j 

78. limfa;=*-h(». liia^raee .oAim[fs^^]==^\'^ 



00 
00 



§4. 

/j^eqfN . lim =- lim^K.N,*». o: 

1. Iim[/'(a3-hl)— /ïc]eq*-^t(-+- oo) ^ t(— oo).o.lim(/ïït?)/aî-=lim[/'(aî-f-l)— /a?]. 

2. lini/(a;-hl)/f oîsqwtQo . o . lim(fa?)^= lim '-^ ^ . 

fx 

3. lim /'a? , lim g x =0 : g s dec . lim [f (x -hl) — /a?] / [g (x-hl)—ffx} e q . o . 

lim fxjgx = lira [f{x -f- 1) — fx]] [g{x-^l)— g x] , 

4. lim^aî = Q0,^£cre8. » » 

fx ,. /l-+-/^-h...-h/aj ,. fx 

-4-^0? gx 



5. ^sQfN.Sf ^a; = QD.lim^£q.o.lim ^, ^; ' ^"^ ^lim^ 

6. lim/ïïceq w t oo.o.lim' '-^ — — = lim J/ /'l . /'2 fx = lim/« 



„ ,. ^ ,. ,. fl.gx-¥-f2.g(x — l)'\-...-hfx.gl 

7. lim/^ajjlim^raîsq.o.lim' ^ ^ ^-^^ ^ ^^ ^— = 

lim/ccXlîiJa^aî. 

8. (^ £ declim ^'cc^O.lim (^ l-f-^2+-...-h^a?) = H-oo, lim^ '^ — — 

^ ^._ fl.gl^f2.g2^...-^fx.gx fi-^f2-^...-^fx 

£q.o.lim — : = lim . 

gl-{'g2-h ...-{-gx x 

9. m'N .a^,a^y ...a^zq.o . lim|_J'' (x -h aj (x H- ag)...(a; H- aj — xj 

=-{a^^ a2-h...-f-aj/7i. 

10. lira [l H )^£q. 



§ 4. 1, 2. Cauchy. Analys0 Algébrique^ a. 1821, pag. 48, 53. 
3, 4. Stolz. Ueber die Grenzwerthe von Quotienten (Math. Ànn., 
Bd. XIV). 

6-8. CesIro. 1. c, pag. 99-105. 

9. SoHLôMiLOH. Uebungsbuch z. Stud. d. hôh: Analysis^ l'Tii., p. 5. 

10, 11. EuLERo, InérodmtiOy I, § 115. 



>^SVÎ«^S^ 
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• 1 \^ 

11. limflH 1 =«e, Def; 

12. log = Loge . , Def. 

13. lim fxzq.o. lira [1 -h /'a?/»?]^ = e^"» /"-^ . 

14. » ,0. lijni»,[|/f 05 — l] = loglim/'a?. 



15. 



» .0. lim Le H-e -h... -ne J = lîm/'a;. 



16. a,&£Q.o.liml ^ ^' i =^y ah . 

a^ 

17. a e Q . . lim ~- = . 



« ! 



18. lim = e , 

X 



V^\ 



1 ," 4 

19. lim — K» H- 1) (oî H- 2) ... 2a3 = — . 
a; e 



;pe — 1-hQ i_^2p h- 3p -+-... -f-aîP 

. . lir 

fi?£-l-Qo 

21. pt — 1-hQ . o.lim 



20. I . . lim —^ = j^J-1 

1 -h 2P -+- 3P -4- ... -4- ajP a? 1 



xP p-hl 2 

22. a £ q . r e j o . lim (a -f- a r -f- a r*-+-...H-ar^) = ? ^ \ 
■ l-i-Qo. '±^- 

a>6. /O. 

23. a,&£q-(— No). a = &.o.lim-4 :r^ — ) -r{- 

' ^ ^ °^ ^ a(a-f-l)...(a-4-a?-f-l) 

a<.b . \ + 00 . 



fzqfC^.nsQ. lim = lima;,q,oo : o 

-l)-fx 

— 1 — - £q:a, 

r(a5-hl)-r«î 



31. lim^— i — ^£q:a,6£q.Oa,6.rmod/^(a-6)eQ:o.lim^^ 



= lim 



x'" 



13-21. Cesàro. 1. c, pag. 112-116. 

23. Novi. Analisi Algebrica, 1863, pag. 47. 

31-34. Genoochi-Peano. Calcolo^dîfferenziale^ pag. 25. 



6 — Form'tl, 



82 
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32. 
33. 
34. 

35. 



lim mod — zr = Qo : 



x'" 



f X 

: . lim mod — —. ^ oc . 



f(a*^-l) — f(x-^t) 

lim'-i- — ^ £ q : a,6 £ q.Oa, 6 .1', U f{a'-^b) £ Q:o.lim(irx)^=Um''-^-^ 
fx T ^ 



lim '-^ ' = 00 : 

fx 



:oAim{fx)^=<r), 



I 1\^ ,. Ix-hl\^ 



36. lima?^=l- 
37. 



a^ 



38. 



a £ 1 H- Q . . lim — - = oo . 
x^ 

hOgaX 

> lim — ^-— = 



39. 

40. 

41. 
42. 



» lim(Logaa?)«'= 1 . 

(log ^ 



^'"1 M" 



^ 



a £ Q . . lim a? (a^— 1) = log a . 



a £ q . . lim x log ( 1 H ) = a . 



43. a , & £ Q . . lim x 



( - -] a 

ya^ — 6^ y = log -7-, 



44. 
45. 



a £ q . . lim ^^ 't-, = n a*""^ 






m^=n 



< m<.n . . lim 



,ni— 1 . 



\ m > n 



a^' a?** H- a/ a?**~^ -h ... -f- a^/ 



^ 



R, Bettazzi. 



35-45. Laska. Sammlunj von Forrmln. Braunschweig, 1883, yqI. 1'^, 
pag. 5. 
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VIII. - q'fN. 

§ 1. 2, n. 



ii , t; A qf N • m , n £ N . : 



1 . (S u)^ = ii^ -f- Wg -f- ... H- tt^ t- 2 w^ , Dôf. 



r«aa» 



2. (fl îa),j = Ui u^ ... w,, = n Wr . Def, 

8. s u^ ^ (2 î^)„ . n î^^ =*- (n u\. Def. 

:3'. (1 -h î^)^ == 1 -h w^ . (î* -f- v)^ =* w,. -h v^ . (î^ v),, --= î^^ t;„ • Def. 

5. n w, = w, .ÏÏ î^^^j =- t^^^j/t^«. [^ ' ^] 

6. S* 1^4=1^4 . S^ Wj=2w4-4-w, . [1,3] 
^\ 2* î^„ = nu^ -H (n — 1) Wg "+" (^ — 2) Wg h- ..• -+- u^ . 

■7. 2X«r:r)«.-cr7')««-"-^(::i)-«- u^^] 

8. n- «,. == «.'^ '"-' ^ «/ —• K.. «„ '-—'^ . [2,3] 

■ 9. 2% ^ -« ^ -(?)« ^ .+("!)« ^ -...+(")«„. [4] 

10. W'u =^u u ^^^ , ty'^ ^...u ' ^'"^ [51 

11. W ^ =W H-ilSw ^,H-f^)S*l^ .^H-...-4- 2** W . [4] 

m-*-» m m+1 \ 2 / n»4-2 m-f->* "^ J 

12. ^.n^. =t.., (n u.,,,r^ (n« t^,,4,)^'^ ... (H- u ,,,,r^ [5] 

^Q ^n+m /m-+-l\ /m-H-l\ - /m-f-l\: 



'^^^^n.2 



/ "^ -H- 1\ ^ 



A«+n _ ('"•+M _ ('""'"'1 

14. n;;-^" u. = <, ' -^ (n «,.+0^ " ^.. (n-» u,^^,nT"'^'^ . [12] 

15. 2{u-h v)„ = s M,. M- 2 «„ . n (««)„ = (n M,.) (n « j . [1,2,3] 

16. ^(M -(- v)„ = 2 «„ -^ s «„ . n (ww),. = (îï M„) (ÏÏ «„) . [3,4, 5] 



"'' "'. î* -''^'' ■*' • j*«r7^ 



;84 .VIIL ^ § 1. 

J:o.2'»Mr+m=l. [9Ï 

18. a , 6 e q : »• s N . Or .2*» Ur+m = a . 2" «r+» = 6 : . S»» *•'• {uv)r+m+n= 

r:v_. ■ _ 

[Hp. P4 . . S (î^v)r-i-m+n==^î*r-Hw-Hn S Vr-H/n+»H-Vr-h»i+n— 1 2 t^rH-m-h» ^ 
P16 . . 2"»+»» (t^v)r+m f-n = I'^ t'*-' (w.-nm+n 2 Vr+wH-n) -+- 
2«-H'^î(Vr+m4-r»-l 2 Wr-Hm+n) . Pi . . Ths.] 

19. n (1 -4- 1*), n (1 ^ 2^), = n (1 - 1^2)^, . 

20. V a QfN. 0.(1 -+- v^) (1 -f- v^) ... (1 -h v J > 1 -h v^ -f- v^ "^ ;.. 4- v,^..'" 
;W. V e 6 f N .0. (1 — vj (1 — t;2)...(l — -y,^-) > 1 — {v^ -+- 1;^ -f- ... -f- t^^n)-.? . 

.22. .BefZ..o:n(l-4-t.).<^^^ [191 

■23.-t.sQfZ,,.o.n(l-f-t.X.<l-f-^H-^^^ , 

1 ^l ' m! 

■24. «sefN..eN.o.n(-^) >! H-'-f-^(-^V...-^(l^^. 

VI — w/^ 1 2! ri 

'25. w £ 6 f Z^ . m £ (2 -f- N) . 0.. (1— ^i) ..i (1 — u^)<l — ' (1^4-4-....-^^ J-l- 

(î^^ Wj -h W^ Wg -f- ...-+- w^_i 1*^) . 

-i- ... -+- (IH- iO (1 -4- 1^2) ... (1 -f- w,^_i) i^^ . 
.27. i.,-^t.,+...-f-t.,,=t., (1^^^) (n-J^). Jl+ "^ ) . 

28. 1= ^^ 



1 -+- 1^4 (1 -h W J (1 -h î^g) (l-^^l ) - (l-^^n) 

1 



, 28'. a , 6 £ q . (a -h î^J (a -f- ^2) ••• (^ ^- ^^-hi) (a — 6) - = . . 



(6 H- ^J ... (h -+- ^^) (6 -h Un+i) 

(a -h wj ... (a -h Wn+i) (a — &) ' 



§ 1. 23. Pringsheim, Ifa^/i. ^/i?i., t. 33, a. 1889, pag. 142. 

25. Cesàro. Analisi algebrica, a. 1894, pag. 106. 

26, 27. EuLER, Novi comm, Acad, Petropolitanae^ t. V, pag. 76. 
28'. Nicole. Mém, de VAcad, des Sciences de Paris, 1727, pag. 25T. 



^?î*î!?r*?V*'rf'?'^' ■; 'f*. ' - '■^•^ 



Vm. — §8 1-2. 85 



29. iu^v)^i±q}fZ^.orî%^^^^-:^iJ^^. [28] 

m-hn . ' . 

^. 1 U^ U^^^ ^u^+^-{-2 (W,^_, j — ■ W^+3) -V . . . H- (n — 1) {U,n+n-i'- 

m+n - . 

m-f-1 

53. Vn (Vn-Hl/^n) ... (Va-HwiVn4-/»t-l) . = V,» ,.. 

V V • , . . 

n+m— l n-f-m 



§2. s«„. 

riim = lim^_^l 

t^, vfqfN •msN . : 

1. S% = lim S tA,, . 1'. 2* w = lim S** î* . Def, 

'• 00 ' 

2. w^ H- ^2 -H ... = (S u).^ = S w^ = Sj w . Def, 

3. s ■«„ f q . . lim «^ = 0, lim X^"' m = . • [§2 P2] 

4. 2"tt£q. = .S*«^q. • [§2P2] 

4'. » =:Qp.=. > = 00 . ' [ ^ 1 

4".2^t^£q: = :(peNfN.o^.liraS;|"^'''*w = 0. ' [ » ] 

5. Sw^éq . /if Q. .*. n£ N : rf N, Or . mod S^''w<7i: - = ,j a. 

[§2P2] 
«. TifQ.OA .'.nf NrrfN.Or . mod2||'*"'w<7i:- = ^A: :o.S t^^ f q. 

" - [§2P2] 

7. asq.u^^-^u^->r- ...Bç^.o * au^-\-au^~\'.*.^a (w^-H-Wj-i-...) . [ * ] 

8. Sî^^, Sv^ £q.o.(w4H-vj4-(î^2-4-V2)-h...=(Wi-+-^jjH-...)-H(Vi-f-V2H-...) . 

[§2P2] 

9. 2 (i^ — î;)^£ q . 9 6 N f N.o.lim S*"^^»* w = lim S""^'''* v. [ * ] 



§ 2. 3, 4, 4', 8, 14. Cauchy. Analyse algébHque, a. 1821, pag. 125^ 
144, 147. 



8« VIII. - § 2. 

10. lim M „ = . . w, == («1 — Mj) -4- (îi, — ttg) H- ... 

11. lim m), = 00 . a . (m, — m,) -+- (Mj — «,)-+-,.. = oo . 

12. S «„ « q . r f N f N . . s!' « -H S^'t?" ^ 2'''tl'"^>-H... = 2m^.. 

13. Sw^oo.t » =00. 

14. u a (Qf N) decr . lim u,^==(^.o .u^-^ u^-^u^ — 1*4 -h ... 6 Q ^ (î*i— Q)- 

15. a e q : n € N . 0^ . w^ ^.^ s med {u^ , a) : o . lim w^ e q , 2* (w^ — Wn4-i) '^ 
, ^i — lim u^ . 

16. w £ Q f N. 2 mod m^ « Q . ?> « (N f N) sira . o . S^^^ i^^^ =^2^'^ w. [§2P4| 

17. 2 î^^ « q . S mod w^==oo.a6q.o:p£ (NfN) sim . S^^ w^^ = 

a • - =p A , 

18. M,veQfN.a,&eQ.6>a.9,4^£NfN. o.-.a^lim (2 u^^—1 v^) ^ 

A, 

6=lim;2w^j^^— 2î;J:=:a=lim(2uç^— 2i;J.6— a=lira 2^** u. 

19. WjVeôfN.ajfteq. — > 1 . 9 , 4^ e N f N . o .'. a = lim H (1 -+- u)^^ 

n (1 — v)^ . 6 = lim n (1 4- u]a,^ n (l— 1?)„ :=: a = lim H (H-t^)(p^ 

n (1 — v)^ . — = lim n'*''' (l-^u). 

21. » .2î^^.= oo.o. > =1. [ * î 

22. a £ q . . — = ■ * ' ^ * 



23. «fQ.wfQfN.o 



a a -4- w^ (a-t-î^i) (a -h W2) (a -t- w^) (a h-t^^) (a -h t^g^ 

1 W^ t^l «2 



-+-...£-. [§1P29} 



a 



25. W£QfN.o:2^^^(wn+in(l-Hw)n) = ûo. = .2î*^ =00. [§1P26J 

26. w £ e f N , : lim n (l-f- w)^ = 00 .=. lim H (1 — w)« = . [§1 P22\ 



17. Riemann's. TrerA:^^ a, 1892, pag. 235. 



■ ♦ •Vi*' vT » . '^ 
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27. r s N . Or : — s Q . Xr = Vr — t^»+i : o . 

Wr- Vr Ur 

28. a 6 (Q f N) cres . lira a^ = oo .i?e Q : o . 2^° ^""^^ "^ ^'* e Q . 

^ , a-f-wi-i-l 1 1 1 , «H-wi 

29. a f Q . . log < H r-f- ...H < log . 

11 ^«1 

30. a £ q - (— N) . . H ^ H- ... = 2, = oo . 

31. a.cQ./^éQ.o. . TTTTL^-, iiTrii-+--^Q " ( — ;— Q)"- 

(a-i-l)'-H> (a-f-2)^-'^ \/?aP / 

lp(aH-l)p"^^/ * 

32. a,^^sQ.o.^<^(^^-^^-^^^^ 

33. a £ Q f N.lim a^ ^ oo . îim an+i/a/i ==l.o.lira ,,»2, = 1 . 

^ — 1 
.34. » > » =c>l. » - — . 

clogc 

35. > ^ » =00. » =0. 

36. a?fq-(— N).o ^ ^ ^ 



37. a? f q - (— N) .p £ N . . S _ 



«-f-1 (aj^l)(a?-i-2) (aî-h2)(ic-+-3) 

1 



'*""■' (a? -h ?i) (a? -H ?^ -f- l)...(a; --+- n -h p) 



i?(a? -^ l)(aî-H2) ... (a?-h^) 



27. P. DU Bois-Reymond. Crelle's Journal, t. 76, a. 1873, pag. 70. 

28. Pringsheim. Math, Ann., t. 35, a. 1889, pag. 329, 335. 
30. Abel. Œuvres, a. MDCCCLXXXI, I, pag. 401. 

32. Lbjeune-Dirichlet. Lezioni sulla teoina dei numeri, tradotto da 
Faifofer, Venezia 1881, pag. 300; Zahleîitheorie, a. 1894, pag. 301. 
33-35. Pringsheim. Math. Ann., t. 37. a. 1890, pag. 47. 



§8 yiii. — § 2. 

38, pfN.O. — r—T -f- -— H- ...H ; : ■ 



— 1-H — -+-... -f- — 

i? V 2 i? 



39. 6 , a £ q . a - s (— No&).o. S**"* ^ 



*»=o (a-i-7i6)(a-{-(n-h-l)6) ... (a-i-(n-f-m)6) 



m6a(a-f-6) ... (an- (m — 1)6) 

a h 2\W ' 

a— h a-hb (a H- 6) (a -H 2 6) 

3 ! 6^ " 

(a^6)(aH-26)(a-+-36)"^ **' ^^^ ^^^^ 

41. aeq. fteQ.^^sN . 9£NfN . . 
lim S^'^"^^" 



»'='* \(aH-v 6) log («H-v 6)...logP-i («H-v 6) 
— logP(a-i-(vH-l)&)-f-logP (a-+-v6)| =0. . 

42. a£q. &£ Q .2?£N.logP (a-h w6) £Q . 2^ 

.• ( (a + v5)]og(a + v6)...log.--(a^v6) -^°g''("-^(^^^)^) 
logP (a -H V 6)j = E;) . : r £ (m -f- N) . Or . logP (a -+- w6) 

■ logP (a -+- r6) > E^ > 



h 



(a -f- V 6) log (a -+- V 6) ... logP-i (a H- v 6) 
logP (a -H mh) -H 2^""'^ 



y=m (ot -4- V 6) log (a H- V 6) ... logP-1 (a H- V 6) 
logî» (a M- (r -h 1) 6) . 

43. lim[l-f-yH- — -f-...H-— — log7i]£Q. [§2P42] 

44. limf— — ^-4-— — ^H--.-H \ log*7i)£Q. f » 1 

\2 log 2 3 log 3 • w log 71 6 / ^ l J 



39. (m = l). JoHANNis Bernoulli. Opéra omnia^ a. MDCCXLII, 
t. 4, pag. 7. 

41, 42, 46-50. GiUDiCE. Glornale di Battaglini, t. 28, a. 1890, pa^. 
290-292 ; t. 27, a. 1889, pag. 342-351. 



.w^TT^^ -1 i^' ' ■ 
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, j '_^ 

^^- 1^^ (ri — o^, to ■+■••• -^ , ■ "'^, o log^ n) £ Q . [§2 P42] 

\31og31og*3 7ilog7ilog*7i e y ^ Lo j 

46. a e q f N . lim (an — an-i) s Q . o . lim (a^ — «n— i) = lim (log''* a» — 

log*^ a,,-i) an log an ... îog"*-^ a,» . 

47. 2?e(m-hN) .0. lim [ -H ^-»^-.. H- — ) =log~ 

\mîi -+- 1 mn -f- 2 pn' m 

_1 1. 

log n"' (n"* -f- 1) log (n*** -h 1) 

nP log TiP / ^ m 

49. a,weq.t^-e(— Na).fc£N.o.2'*^r — ^^ S'^î — ^ 

J"^ 1 ^** 1 , 1 , m 

w+itfcH-Tia h+iu-^na a k 

50; A:£N.-o.2' 2 h S -—2 h 2 



pn' m 

48, •> lira ( —-- r, -h- r^, ,, , • , ^ iT -+ 

\7l*" l0| 



1 2n— 1 i 2n m-\-i2n — 1 *+i2n 2m+-i2n — 1 
— 2 -- — h... = log 2 -H -—log--. 



§ 3. QfN. 

u £ Qf N . m f N . : 

1. ^u£ (QfN) cres . 2 w^ == 1' 2 w.s . [§2 P2] 

2. Sw^fQv^foo. [*] 

3. a f Q : 71 £ N . 0^ . S w.,, < a : . 2 w^ £ Q . 2 1*^ f 5 a . l§3 Pi] 

n 

4. a£0-^-t 1 : TisN . 0^ . {^w^<a: . 2w^ £Q^[:j Q) . 

\ 1 — ~ Cl I 

5. a£ Q : 7i£ N . 0,». UnlUn+i >l-f-a:o.2w^£ Q^-^jw^n ^ — Ql . 

6. 2 w^ f Q . . £ lim w i^,^ . = min lim tï t^,» . 

7. 2^£ Q . oo-£ lim 71 ^ u,^ .0 ."Su^ £ Q . 



§ 3. 4, 7, 14, 15, 40. Cauchy. ^TiaZ. Alg., pag. 130, 132, 133, 134, 137. 
5, 6, 20, 35, 36, 48, 49. Abel. Oeuvres, I, pag. 400; II, pag. 197, 
198, 199, 201, 202. 
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8, (v — w) £ Q f N . 2 w,, =- 00 . . 2 v^ = 00 . [§3 PI] 

9. asQ.f— — ajeQfN.Sw^ =00 .o.Si;^, =00 . 

10. lu^ =oo.î;eQfN:?ieN.o,».^^>^^^.o.2î;^ = oo . 

11. V £ QfN . S v^ f Q : 71 f N . 0,, . w,, <v,, lo.^u^sQ. [§3 PlJ 

12. » » . x-£ lim w„/v,t . . > 

13. » > : n £ N . 0^ . u^^Ju,^ < i? , * Jt;,^ . vO . » . 

14. max lim m ''* < 1 . o . 2 i^^ f Q . 

15. min lira w» ^'** > 1 . o . 2 w^ = oo . 

*/ = 
15'. n e (m -h N) . 0,, . w "* > 1 : . 2 lA^ = 00 . 

n 

16. t? e Q f N . rain lim ^ ' "^ '^^"^^ > . o . 2 // e Q . 

17. » . lim V» = X . min lim u^^i Vn4-iK^«+i— Vn)>0.o.2w^ = x' .. 

18. V e (Q f N) cres.lim t;^= oD.peQ.o.2* !^m^=oo .2^ ''"^'~''" e Q. 

19. ^ e (Q f N) decr. lim^^ = .i> s Q . o . 2^° ^"~~^'-^^ bQ.^^ 

1 Qa^^P 1 

^-^^^^ = 00. [83P181 

21.i>,SM^£Q.o.s" /• eQ.s"-^^=o.. [§3Pl9l 

23. w e 6'f N. j; £ Q . . \u., (n^^"* (1 — w))'' ^ Q • 



9, 10, 12, 13, 45, 46, 46'. Bonnet. Journal de Liouville, VIII, a» 
1843, pag. 73, 74, 95, 100. 

16, 17, 19, 26, 27, 33, 34, 53, 53'. Dini. Annali délie Université; 
Toscane, IX, a. 1867, pag. 43, 45, 46, 47, 61. 

18, 22, 23. Pringsheim. Mathematische Annalen, XXXV, a. 1889^ 
pag. 230, 330, 334. 

21, 50, 51. GiUDiCE. Gîornale di BattagUni, XXVIII, a. 1890, pag. 
301 ; Rendiconti Circolo Matematico di Palermo, IV, a. 1890, pag. 284^ 



'-a^ç^F^-'! -^ . 



24. 2 u^ == 00 , . llm, — - — (l -+- ^ H- .., -f- ^ 
2wh 
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j = liin 1/log 



(l-H^^^)"". [§1P27,§3P41 
25. S t6^ «= 00 . lira ,1; =0.0. lira: -^^ — — == 1 . 

* 2Wn-l 10g2WH 

^ aeQ. >=a. » a|(l-i-a)log(lH-a). 

» » =00 • » ' =0 . 

[§3P241 



26. 2 1^^ =00.0. S, -:i±l--.-^=oo .S, ^ , ' \ o^ ^oo . ..> 

27. > i> 5 N.o.Sf w,,4.^ [2 î^^j.log S u,^Aog^ 2 w^^. ...log/' 2w,,]=oo . 

[§3 P-25] 

28. r £ N . log»- m £ Q . . 2^^ — —^ = oo . [§3 P271 

x 1 

29. . > • ^ ' ^^ \^ • ^- n log 7. ... (log-i n) (log- ti)'-^/ ^^ 

[§3 P20, 25] 

30. » . 2 it^ f Q . . £ lira w^, n log ti log^ ti ... log'" n . [§3 P9, 28] 

31. » .^ f Q . 00 - £ lira u^^n log n ]og^n,.,\og''~ n{\og'' n) "^^.0.2 w^iQ 

[§3 P12, 29] 

32. 2 t^^ = 00 . o : 9 £ N f N . lira i^^'^^'u^ \ [2 u^ log 2 u^ ... log"»2 u^ 

-eO.-==çA. " [§2P4.§3P27J 

33. 2 1^^ = 00 .p £ Q . : 9 £ N f N . Oç . lira 2^"^^^^ wj[2 t^^ (log 2 wji+z'l 

= . lira 2'!"^^- 2^, / [2 u^ log 2 w, (log^ 2 u^^^p\ = . 

34. 2 i^^ = 00 .^£Q.o: (p£NfN.Oç . lira f^"^^ Un / [2 Un log 2 Wn ... log"*"' 

2 Un ( log"^ 2 u., y+P] = . 

35. 9£QfN,o:v£QfN. min lira 9,^ v^ = . 2 1?^ = x . - =r a . 



24. Cesàro. Analisi algébrica, 1894, pag. 133. 

28, 29^ 47. Bertrand. Journal de Liouville, VII, a. 1842, p. 38, 43- 

30-31. De Morgan. Differential calculus, a. 1839, pag. 323. 



^2 VIII. - § 3. 

36. 9 Ç Q f N . lira ç» = oo . o : v s Q f N . max lira 9,, v» = oo . S «„ s Q . 

37. t?e(Qf N)cresc.limi;^=oo . p s Q. max lim-^^^t — 1_ UnzQ^.o .2u^ iQ. 

[§3P12,18] 

38. » » mm lira w^.o.2u^=od , 

Vn+i — Vn 

[§3P9,27] 

39. » » peQ.maxlim ^— ^-r — 

' Untq.o.lu^zQ. [§3P12,341 

40. max lira iu,^^Ju,,) < 1 . o . S w^ £ Q . 

41. min lim (nwJW/»+i — w — l)>0.o.2t*^6Q. 
maxlim( > )<0.o. » =00. 

41'. n £ (m -+- N) . On . (nujun-hi — ?i — l)<0:o.2w^=Qo. 

42. t; £ q f N : ?^ f N . 0,1 . u,^^^ju,^ = 1 — v Jn : l'v > :^ 1 : o . S w ^ = 00 . 

: maxlim i;,j< 1 : 0'. » 
: l^vsr > 1 : . S w^ f Q . 
: min lim v,^ > 1 : . » 

1-4-©" 

43. af Q .pâQ,vëqŒ . oo-£t>^:7if N.o,j.t*,^+Jt^,i= 1 h- a/w -h t; J71 

.•. : lim 1^ . = 00 . lim w^/w** £ Q . S w^ = 00 . 

^ = (^ -^ -^ -^ ;fc) / (^ -^ i:)"' ^ • ° ^- ' ^ • "»«'"» = *'" 

(«-Hiy'/w I 

44. a f Q . j7 f Q. V f qf N.x - f v^: n f N . o,^ . î^,j^Jw,,=1— a/?i -+-vjn 

.*. o:lira it,^=0.1ira n^ u,^ a Q:a:^l.o.S u, = 00 :a > l.o. 2 t^^ f Q . 

45. V £ qŒ:n a N.o„.w,t+Jt^,t=l— 1/n— v,J(?ilog7i) : 1' v.n :^ l:o.S u^^co . 

: max lim v,,<l:o. » 
:liVx>l:o. St^^f Q. 
: min lim î;,,>1:o.SWjj^£Q. 

46. V f qf N . j? £ N : n f N . o,j . i^^^+i/i^,, = 1 — 1/n — 1/ (w log n) — ... — 

1/ (n log n log* w ... logP-' n) — vj {n log n log* n ... log^ n) : 

r i; ^ 1 : . 2 î^^ = QO . 

1^ Vn > 1 : . 2 M^ £ Q . 

41, 41', 52, 52'. KuMMER. Crelle's Journal^ XIII, a. 1835, pag. 172, 
173, 177. 

42. Raabe-Duhamel. Journal de Liouville, IV, a. 1839, pag. 215; 
YI, a. 1840, pag. 85. 



r '^ ., ■ïTl'* 
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46'. vzq fN.p e N:w e N.o„.?i VI— ^n** /=log w-f-...-f-logP— %H-t;^ logP n^ 

1' Vn <C 1 . . 2 w^ = 00 . 
li.^N > 1 . o: » eQ . 

47. V £ qf N .^ f N : n £ N . 0,^ . uju,,^^ ==? 1 h^ I/ti -h l/(n log w) -h ... -h- 

1/(71 log n log^ n ... logP-' n) -h v^/(7i log w log^ n ... logp n) : 

r Vn ^ 1 : . 2 w^ = 00 . 
Il v« > 1 : . S w^ £ Q . 
' 1 \ . 

48. mm lim ^ \ \^, ^^ > 1 . o . 2 w^ e Q . 

.- ,. ' w^/t log n ... log***-^ W ^ ^ 

49. max lira —. r^-z^r* < 1 . o . 2 w^ = oo . 

60. V e Q f N . min lim -^^ = . S v^ = oo : - =„ a . 

51. » max lim v^^ijvn =oo.St;^eQ:-=t,A. 

52. v f Q f N . min lim {u^ vjv^^, — w^^. J > . o . S v^ £ Q . 

52'. » . min lim v^u^^O . min lim v^t^n^n+i/(î^n^n— ^n-M Vn+i)>0 . 

. 2 w^ == 00 . , 

qo 1 

53. » , 2^ — = 00 . max lim (Un ^n/^/n-i— ^n+i) < . o . 2 v^ --= oo . 
53'. * . > : n £ (m -4- N) . On . (u^ v Jt?n-hi— î^n+i)<0.o.2 v«, =qo . 

54. v e Q f N : n e N . On . ^^^ < ,— ^^^^ . o . 2% e Q . [82 P24 , §3 P13] 

55. 2* î*eQ.o:v£QfN.7i£N.o.,.^^^<-— ^^^^ — :-=„a. 

56. a , 6 £ q f Z,,^ . n £ N . o, 



W« W^ -f- «4 71*^"^ 



Wn-f-l n''' -+- b^ 71*"-* ■ 
a^ — 6^ > 1 . Q . 2 1^^ £ Q . 



,-6,>l.n.2t^^£Q 
<1 . ^. » =< 



56. Gauss. Werke^ III, a. 1866, pag. 139. 



■*; n'jjwnin 
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57. «.,/tt,H.i -= X^^ . n («„/«,+! - 1) = X^** . log « (X^*^- 1) = X^^^ . log« n 
'. . (X<*>- 1) = X<'> ... lim X<''> = lim X<*U ... = lim X< ' "*> = 1 . 



min lim X >> 1 .^ . 2 «^^ e Q . 






maxlimX)^*^ < 1 > . » = « • [§3 P47] 

58. vsQfN.S, w = oo:reN.Or .-^^< 1-f-— Vr+i.o.r v^ 

= 00 . lim 2^ v/S]^ t^ = . [§2 P25] 

59. tJsQfN rreN. Or . == ^. 

Ur Vr 

J rwr+1 t^f n 

LVr+i Vr J 

60. reN . Or . — — = ^^ -:o .reOfN.-^A. 

/>^ .Ai^xT XT Ur+i^Vr^i'Vr-^1) ,. Un « 

61. VcQfNire N.Or. < ■ :maxlim — =oo :o. 2, w = oo . 

Ur Vr V.i * 

=■ Un 

62. » » > » > » lim — e Q : . * e Q . 

Vn 

Ur 4--I 

63. V £ Q f Z,^+, . a , 6 , (6 — a) S Q . ^ S (a- 6) f Z ^, : r S Z ^ . Or . — ^ = 

Ur 

Vr+i(^rVr-^l) _ 1 ,W,^^, UA ^ V%, ^ ^ /^^n+i ^i^ 

Vr b \Vrn+i ^i' * « Wm+l ^i' 

64. a , 6 , (6— a) e Q . -y e Q f N . 4/ s (a- &) f N . 2^' zi e Q : r e N . Or . ^^* =- 

^-î-— : . lim — £ Q . 

V, Vn 

\ Vn vj 1 a \ Vi vj 

§ 4. (Q f N) decr. 

1. w , v £ (Q f N) decr . 2 w^ £ Q . 2 1?^ = x . 9 £ (N f N) cresc . 7* e :^ : 
r £ N . Or . t^.^^./ v^^ > 7i .-. . 00 £ lim (Çrt^-i — 9j . 



§ 4. 1. GiUDiOE. Giornale Battaglini, a. 1890, pag. 287. 
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, 2. i4£(QfN)decr.Xe{NfN)cresc.maxlim^--^<1.2tt^eQ.o.2!' 

3. w £ (Q f N) decr . X s (N f N) cresc . min lim r-^ > . 2 1*^ = oo . o . 

4. w e (Q f N) decr . a e N . o : 2 w^ e Q . = . 2^ a** t^^n e Q . 

5. i; e (Q f N) decr . 2 v^ e Q . w^ = t;^ — Vg . Wg = 2 (v^ — Vg) . W3 == 3 

K-^4) ^•2r^ = 2, - -hS^ -+23 - +... = 2^ «. 

€. «e(Qf N)de<Hr.inax lim «M«> 0.0.2 M„ = 00. fPP^] 

QO 

7. » . : 2. w^ g Q . = . lim nun, = 0.2^ n (un — t^n-i) £ Q . 

[§1P30.§4P6] 

8. > .2t^^ £Q.o.2w^ =2*?i(w«— t^n+0.[ » ] 

9. i^£QfN.2î*^£Q.-r-,aw£(Q f N) decr . lim Xn === 00 . max lim an 

(>^a — Xn~i) £ Q . . lim X,» «H t*n = . 

00 X 

[Hp .0.2 (X,» — Xn-i) a., t^/i £ Q . lim r-^= , (Xm+i— X,„) a,«+i 

WmH-l-+-»..H-(X«+rt — >^n+«— 1) ^ïA-k-n ^/n-hn ^ X^+n (1 — -^ ) 

a^+H w^+n : §2 P3 . . Ths.] 

10. i^ £ Q f N : w £ N . o« . ?iW/» >(7i -f- 1) Mw+i : max lim nun log w>0 . o . 

lu^^oo. [§4P9.§2P46] 

.11. 1^ £ Q f N : 71 £ N . Oa . nUn log 71 > (il -h- 1) î^rt+i log (tih- 1) : max lim 

nu.i log 71 log* 7i>0.o.2î*^=oo. [ » ] 

12. t^ £ Q f N : 71 £ N . 0,t . 7^^^ log 7l 10g*?l Xn -h 1) Wn+l log (71 4- 1) log* 

(ri -h 1) : max lim nun log n log* 7i log^ 7i>0.o.2w^ =oo. 

[ • ] 

13. 1^ £ Q f N . 2 w^ £ Q : 71 £ N . On . nun log n log* 7l ... log"' TI > (7l -h 1) 

Wn+1 log (71 -h 1) ... log*"* (7H-1) . . lim nUn log n log* 7i ... log**»-*-^ 

71 = 0. [ » ] 



2, 3. DiNi. Annali Università Toscaney a. 1867, pag. 78-80. 
4. Cauchy. -47iaZ. ^Z^., pag. 135. 



' ■■' ; •"'.^■~;,-»^--T 
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« 1 , U i-hl — U,i 

14.. uz (Q f N) cresc . d s Q f N . 2. ^-~ = oo . max lira — zQ.o 

00 1 

2, — = 00 . 

15. uz(Q f N) cres . c e Q f N . 2^° — s Q . min lim ^^'*"^^~"^" s Q . o . 

:c 1 

2, — 5Q. 

Un-i'i — Un * 1 

16. i^e(QfN) cresc. max lim, —^ — -— eQ.o.2 — = oo . 

^^ . log 71 log^ n ... log"' il. ^ u 

17. î^e(QfN)cresô.^£Q.minlim '^ ' 



log 71 log^ 71 ... log^~^ 71 (log"* ny-^P 

^ ^« 1 ^ ■ 

e Q . . 2 . - 8 Q . 

^ u 

Un-i-i — Un ' ^ 1 

18. uz(Q f N) cresc . max lim , ; — — e Q . o . 2 — =qo . 

Un-hi — U,i 

19. 1^ £ (Q f N) cresc . » s Q . mm lim — ^ — ; — -—, — t, — -^ — rrr^ 

^ ^ ^ . 10gi^,JOg^î^rt...lOg''' %/»(l0g"%^,)^+l» 

00 1 

£ (i . . 2, — £ Q . 

20. 9 , — , -T- £ (Q f Q) decr . (^— /i) £ Q f Q . lima^^oo /la; = oo . i? £ Q . min 

llIïW=oo 77 , V /;, N > 1 . O . 1 9 (7l> = 00 . 

(/la;-hp 7- /i^r ) 9 {hx ) ^ 

21. 9 , — , -T- £ (Q f Q) decr . (^ — ^) £ QfQ . lim^^^oo /i;r =oo .i> £ Q . max 

9 ^ 

hmo^^oo 7T , X , ., ;, < 1 . . 2 9 (7^) £ Q . 

1 Qûc-\^û "~~ yjc 

22. 9 , — £ (Q f Q) decr ixzQ.Ox - 9x>x: lim^^H-o = 9 oc . 



(p(x) < 1 U ^ ' £ Q 



14-21. Pringsheim. Mathematische Annalen, XXXV, pag. 381-392. 
22, 24, 25. Ermakof. Bulletin de Darboux, a. 1871, pag. 250, 255. 



^iiu^ÊÙm 



T^^^Wr^^/ ^fj.'^-^.V^ ' 
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23. 9 /— - £ (Q f Q) decr . linijcr^oD ha, ^ co : x b, Q . Ox - x > hx'. linip^^-o 




24. ç.(afQ)accr.lhn^'>^ Q S, ,(»)^^^ 



§5. ni*^. 

weQfN.o:. 

1. n it^ = n^ 1^ = w^ 1^5^ î^3 ... -= lim n it,^ . [Def.] 

2. n tt^ £ Q . = . 2^ log ueq, 

.3. weQfN.orHiA =co .:=.S log w = oo . =- .n _ = 0.=-.2, 

4. n it^ £ Q . . lim u,^=^ 1 . 

6. . » »=Q0.0. » ^^00. 

7. /; f <9fN . s v^ f Q . o . ll'jl^' (1 — i;,0 £ Q . 

8. » ==ao.O. »=0. 

10. * s y^£q . 2 î^^oo = ^ • ^ • * =0. 

11. meN.orlIw^ =0.-=.n^^ w = 0. [§5 PI] 

12. m £ N . : n w^ £ Q . =- . n^^ 1^ £ Q . | > ] 

13. n w^ £ q . == . 9 £ N fN . 0^ . lim II'*'^^'^ u = \, [ » ] 



§ 5. 2-10. Cauchy. Analyse algébrique^ pag. 561, 562, 563. 

7 — Formui, 



;.": »^^ r^"''^î?«'^^!Çi!piwpff^ai|q 
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14. 9 , w £ (1 H- Q) f N : w £ N . Oi» . 9w / 9»+i > «*n-f-i : o . Il w^ e Q . . 

1 

15. > . lim 9« = 1 . > > (9n / 9/»-f-i)î'' ~^ < î^*»-j-i :o. > = oo . 

16. vg (Q f N) decr . H r^ £ Q : n £ N . o„ ..tt,, = f — ^ lo.Uv^^U^ 

1 1 1 

ur'' iig w/ n* i^r' ... = n W^ . 

17. w £ (Qf N) decr . max lim (1 h- w^ )** > 1 . o . Il (1 -^ w)^ = oo . 

[§4P6.§5P2] 

18. a £ Q f N . n(H- 1^)^ £ Q . Y , (IH- î4)« £ (Q f N) decr . lim X^ = oo . 

max lim «^ (Xn — Xn-i) £ Q . o . lim (1-hw J^na^^i. [§4 P9 . §5 P2] 

19. a«<l.o.n;(l^a-)=n;^— L_,. 

20..£(i-.Q).o.<l=n:(i-.^J. 

§6. q'fN. 

1. ( ^' ) [§ 1 . § 2, Pl-13] (^') [§ 5 Pi , 4 , 12 , 13] 

2. îA f q'fN . S^ mod i^ s Q . . S z^^ £ q' . 

3. i^ £ q' f N . r mod w^ £ Q . t; £ Q f N . S v^ s Q .0. 2^ w^ v^ £ q' . 

[§2P4.§6P1] 

4. i^ f q'fN . 2 mod t^^ £ Q . ^^ f q'fN . l' mod v.s £ Q . . 2*^,^ v^^ f q' . 

[ • ] 

6. » . S i^^ f q' . 7; f (Q f N) dec . o . S* w^, v,^ s q' . 
6. », » . » cres.v^-=oo .0. > 



14, 15. GiUDiCE. Giornale Battaglini, a. 1890, pag. 305, 306. 
20. EuLER. Introductlo in Analysin inf., I, a. 1748, pag. 225. 
§ 6. 2, 4, 15, 18, 19. Cauchy. Analyse Algébrique, pag. 147, 274-277, 
280, 281. 

4. 0. Bonnet. LiouviUe Journal, a. 1843, pag. 73. 

5, 6, 8, 9. Abel. ŒuvreSj I, pag. 222. - Dirichlet. Teoria dei 
numeri, pag. 3G8. - Capelli-Garbieri. Analisi algebriea, a. 1886, 
pag. 190. 



■• -95^* ' '>?; '^^^'ï'-TTt' ' "^ "' "*' - 
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.7. > , • r mod (S w).^ - = X .Vf (Qf N)dec.limv^=0.o.SJ°t*^v^f q'. 
S, > > .vfq'fN.S* mod (v^ — v^ + Jf Q. 

lim V;^ = . . S* w^ v„ f q' . 
-9. > «^u^ fq'.vf q'fN.S^ mod(v,,— v^+J £Q.o.2*i^^v^ fq'. 

[§1 P32 . §2 P4 . §6 PI] 

♦1=00 

10. tisq'fN.Sw^ eq'.o.-. 9e(NfN)sim.o^.2î^Q5 =2w^ : = :2f 

mod w e Q . ' 

11. u e q- f N . r mod t^xe Q . v e (Q f N) decr.lim v^ == . o . 2^ mod (Wn— 

^H+i)^n£Qo. [§1 P32] 

12. 1^ e q' f N . lim w„ s q' . v e q f N . a e q : n s N . o^ . Vn+i e med (v„ , a) : 

. 2 mod {u^ — ûn^i) r^ s Qo . [§1 P32] 



13. w e q' f N. mod w t Q f N . Il w^ e q' . o .*. 9 £ (N f N) sim . o^ . Il i^^ = 

n w^^ : = : 2^ mod (w — 1) e Q . 

14. w 6 q f N . 2 «^ , n (1 -h li)^ £ q' . . mod 2 1^^ < 2j° mod u . mod E 

(1 -+- u)^ = n^ mod (1 H- t^) . 



« , t; £ q' f N : n £ N . On . w^n = 2^_^ w„i Vn-m+i : 

15. 2 mod tt^ , S mod t;^ f Q . . 2 t^^ = (S ^^) (S v^) . 

16. S w^, S î;^, S î/?^ f q' . . 

17. 2 mod w» > ^ ^» ^ ^' • ^ • • 

18. w , v £ q f N . : 2"^^ (wn -+- i Vn ) £ q' . = . 2 w^ , 2 v^ £ q . 

19. > . 2 1*^ , 2 i;^ £ q . o . 2;^ (ifc, M- i i;^ ) = 2 w^ -^ i 2 v^ . 

20. > : 71 £ N . On . Wn Un^i , t;^ Vn+l £ Q I : 11^ (1 -f- Uu ~h i|Vn ) 

£ q' . = . 2* mod {un-^ivn)sQ . 



10. DiRiCHLET. Mathem, AbhandL der KonlgL Akademle der Wis- 
senschaften zu Berlin, a. 1837, pag. 48. 

13. DiNi. Annali di Matematica, II, a. 1868-69, pag. 35. 

16. Abel. Œuvres, I, pag. 226. - Cesàro. Bulletin Darho il x,i\, 1890, 
pag. 114. 

17. Mertexs. Crelle's Journal^ t. 79, a. 1875, pag. 182. 

20. Pbingsheim. Mathematische Annalen, XXXIII, a. 1889, p. 139» 



■r •.■•5-i."*" -- ;.ii5- 'jg - . - . 
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21. a c q . mod a < 1 . o . (1 -+- 2 2"° a^'^^ sj'a^^/v-ir = -— ^ — r^^ 



X) 2 QO ^ . 2 O- 



1 _ a*o 1 — a^* 

22. tj^ e q' f N . 2* mod ^ (n) s Q . 4^ (1) = 1 : « , 7i' s N . o,»,»' . 4^ {n) ^ (n'} 

F. GlUDICE. 



21, 22. DiRiCHLET. Teoria dei numerij versione italiana Faifofer,. 
pag. 225, 336. 
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IX. 

§ 1. - G , alg , conj , norm . 

^1. ?i £ N . . G,, = f £ [«0 , a^ , ... a,, £ n . a^ > . D (a^ , a^ , ... a,,) = 1 . 
/^==^ao K -^ «1 «î*""^ -h ... ~f- a J^ . - — «0 , «1 , . . a^ ^J • fdef.l 

2. G = r£ (i^ £N . /£ G, . - =, A) . [def.J 

5. alg = q'-^cc£(/'£G./xc = 0.- = /-A), [def.] 
4. 0? £ q' . n £ N . «0 , aj^ , ... a^ £ r . a^ - = . a^ a?** -f- a^ a?**'^ -^ ... 

-h- a^ = . . ce £ alg . 

• 5. r,^£G.o.f X^ = [(r^) X(^a?)]^. [def.] 

6. ?^ £ N . . G,, irr = G,, - (G X G) . [def.] 

7. GiiT = G-(GxG). [def.] 

8. a? £ alg . : f £ G irr . /le =- . - = /-A . 

9. a? £ alg . f , ^ £ G irr . fa? = . ^a? = . o . / = ^ . 

10. 71 £ N . . alg,, -= algo^ {fz G,, irr . /v» =0 . - = /-a) . [def.] 

11. alg^ = r . 

12. a? £ alg^ . jp £ N . /*£ Gp . fx = ,o ,p^7i. 

13. 71 £ N - «0 , «1 v-^>i £ q'.o.grad [(aoa?''-f-a^a?*'~*-+-...-ha,J a?]=?i . [def.] 
•14. X £ alg„ ,fEG,fx = 0,o. grsidf^ n . 

15. X £ alg . . conj a?=q' o ?/7 (f £ G irr . /xc=0 . fy=^0 . - = /• a) . [def.] 

16. X £ alg . o . a? £ conj x . 

J-7. n £ N . a? £ alg,^ . o . num conj x^=n , 

18. X £ alg . . norm a? = Il conj x . [def.] 

19. 71 £ N . «0 , «^1 , ... «>, £ q' . . coefiPo [{a^x''-\-,.,-\-a,;jx\^a^ 

coeff,,[(aoa2**-+-...H-otJarîJ=a,, * 

» > . r £ Za .o.coefiPr [(a(ja?*'H-...H-ara2'*— ^-h...-4-an)a?]=ar . ' 

20. 71 £ ]Sr . a? £ alg,, . /*£ G,,irr . fx=^0 .o. norm a? =(—1)"' coefiF,, // cbefiPo f . 

21. X £ alg.o . /a?£alg . 

22. X yyz alg . o : x-\-y-j x—y , xy £ alg ix jye alg . ?/ -^0 . . xjy z alg , 

23. 71 £ N . ao,a^,...a,j £ alg.aQ-=0.a? £ q'.aQa?**H-a^a2*'"^-h...-l-a>i=0.o.a?£alg . 



§ 1- 

3. Dedekind (Dirichlet-Dedekind, 4. Dedekind, p. 524. 

Vorlesungen iiher Zahlentheoriey 10. » p. 492. 

4« Aufl. Braunschweig 1894), p. 524. 23 * p. 492. 
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IX. ~ §§ 2-3. 



§2.-A,U. 

1. A = alg^âTg (/*£ G irr . coefiFo /'= 1 . /ï» == . - =>a) . [defj 

2. roA = n. 

3. xz A .yz coDJ ce . o . y e A . 

4. a?,y£A.o.a?H-y,a? — y ,œyt A, 

6. 71 £ N . a^ , ttg , ... a^ e A . a? e q' . a?** H- a^ a;**-^ -+-... -+-a^ = 0.0.»6A. 

6. a? £ alg .orj/sA.aîygA.- =y a . 

7. U = cc£(a?,;a?£ A). ' [defj 

8. a? £ U . . norm a; = + 1 . 

9. a? £ A . norm a? = + l.o.a;£U. 

10. n £ N . a?** = 1 . . a? £ U . ^ 

11. a? , y £ U . . a? y , aj/y £ U . 

12. w £ N . a^ , a^ £ U . a^ , a, , ... a^_^ e A 

H-a^ = 0.o.a5£U. 

13. nuiu U £ X . 



a; £ q' . a^ «** -+- a^ x^~^ -t- , 



§ 3. - TT. 

y ,«£ A . o: 

X jyz Ay^z .o,x-\-yyX — yz AX« . 

a? £ AXy , y £ AX^ . . a? £ Ax« . 
, aî£AXy.2^eAxaj.o.a;,y£U. 

a;Try. = :w,t;£A.wa?-f-vy==l.- =w , o a 

XTvy ,= . y Tra? . 

a37Ty.a?7r0.o.aî7Ty0. 

m , n £ N . a?4 , aj^ ,."^a» > 2^i r-'î/n s A : i £ Z^ 



[defj 



jtZ^.Oij.Xiivyj:o • 
x,x^...x^^y,y^...y^^ 



XTzy ,xzt AXy*o.zzAXy ' 

XTzy . zz Axx . ^£ AX2/ • o • >s e AX^^y • 

a?7T2/.a;,y£AX'3^.o.'3;£U. 

X ,yzA.o: zzA .aj,y£ Ax^ . zz AXaî-f- AXy . -==j-a, 



§ 2. 

1, 2. Dedekind, p. 524. 

4, 5. > p. 528. 

6. > p. 525. 

7. > p. 582. 



10-13. Dedekind, p. 532. 

§ 3. 

1-3. Dedekind, p. 532. 
4 e seg. > p. 533 e 



-'^^Hf^'^ »«î^ 



IX. — § 4. 103 

§ 4. -'0,algSfîS«norm. 

1. = K alg o Ac s {x,y g k.Ox , yi»±y?a?y e fc : a;,y t fc.y-=0.0;xr, y*x\yt k). 

[defj 

2. rsQ. 

2'. r H- i r e fl . 
2".alg,alg^qeO. 

3. 7i e . A - 1 - ==^ A . . r /i . 

4. i^eKQ.o. -^'weO.. 

5. ?i s . . alg' 7i = q' ^ fiC £ (n e N . a^j , a^ , ... a„ £ 7i . a^j - = . 

a^ a?** H- a^ a?**-* H- . . . -f- «^ = . - =,•,•<>,...«« a) . . [def.] 

6. alg = alg' r . 
6'. alg' alg =- alg . 

fx 

7. ce £ alg . a . il'x = y g (f ^ g t G . ]/ ^ -- . - =f , g a) . [def.] 

ffX ' 

8. kzKsiïg.o.Q^k^ -^^hl{htQ.koh). [def.] 

9. oî £ alg . . 0' a? = 0* (t a?) . 

10. n £ N . a? e alg,^ . y z O'a? . o : r^ , r, , ... r^^ t r . 

y = r^ aj**-* -^ r, «'*-* -4- ... -t- r„ . - =ri , ... m a • 

n , m £ N . a? s alg,» . y t Q^x . y z alg^ . o : 

11. m i^ 71 • 

12. m = 71 . . fi'y = Û'aî . 

13. m < 71 . . Q^y o O'a? . 

14. m<7l.0.7l£N7W. 

15. TTK; 71 . 71 £ Np ,0 .yiT , 

16. A: £ K alg . o . oonj k = yt{xik.yt conj x . - =«; a) . [def.] 

17. fc £ K alg . . A; conj k . 

18. a; £ alg . o . conj' ù^ x^=hz{y z conj a; . Ti = 0' y . - =y a) . [def.J 

19. X £ alg . . fi' a? £ conj' Q' x . 

20. 71 £ N . a? £ alg/i . o . num conj' Q^ x ^n , 

21. fc £ Q . . norm fc = 0* conj k . [def.] 

22. a; £ alg . o . norm fi' a? = fi' conj x . 

23. U norm = fi -^F£ (fi' conj A: = A:) . [def.] 

24. X £ alg . norm fi'a? == ù^x . o . fi' a? e fi norm . 



§ 4. 2". Dedekind, p. 492. 

3. » p. 453. 

1. Dedekixd, p. 452. 4. » p, 454. 

2. » p. 453. 5. » p. 467. 
2'. > p. 435 e 453. 
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IX. — § 5. 



1 
2 

3 

3 
4. 

5. 
6. 
7. 

8. 
9. 

10. 
11. 
12. 
13. 

h £ 
14. 

15. 
16. 

17. 

18. 



§ 5. - B. 

. n £ N.7i £ lî.o.B h^(x^ , x.^ ,...a? J £ {h=T x^-\-T x^-^.,,-^-t xj . [defj 

. 7i £ N . Ti c . £c £ (alg f Z,J . .'. a? £ irr^ /i . = : a^ , a, , ... a,^ £ /i . 

. h,kzQ.hok,xz (alg f Z J o irr' fc . o . a? £ irr^ 7i . 
. 71 £N. . 0,^=Q^7t£ [a5£ (algf ZJ.r^irr^ r. 7i=raîjH-ra?2-f-...H-raî^ . 
-=xa]. [def.] 

. A% ??- £ N . Ti £ Q^j . (a?j , a?2 , e. . a?/^) £ B 7i . o . A: ^ w . 
, Y ^Q^ , 

. 72 £ N . alg £ Q^ : =^ A . 
B alg == A . 
XE (algfZJr^irr^ r . /i = ra?i-f-r ccg -+-... -f-ra?,^ . o .*. 

7t £ . =- : i , ^• £ Z,j . 0^-, ^ . a?i a?/^ £ 7i : 
71 £ N . a? £ alg^ .o.Q^xzQ^. 

» » . . Q^ a? == r -f-ra?-f-ra2^-f- ... H- r a?""* . 

» » . 0. (I,a3,a?^^ ... a;''-^)£irr^r . 

7t £ N . 7i £ Q^ . . a? £ alg^ . 7i = (î' a? . - =cc a . 



N . et- £ alg,^ . o .*. 

(2/1 , 2/2 , - 2/J £ B (iY x).a,,a.,,,..a,,zT-==^O.o. {a, y, ,a^y^, .. 

a, 2/J £ B [Ù' X) . 
(2/1 j y 2 r-Vn) £ B (Q'x) . : a, , «2 , ... a^, £ r . «i 2/i ? «2 2/2 ? - «>. 2/h £ A 

— =«!,.. an A • 

(a?^ , aÎ2 ^ ... a?,j) £ B (Q^x') . a £ r f (Z,, , Z,,) . Det a -=0 : i £ Z,^ . O/ . 
Vi = - «/ft ^h'-o.^y^jy^j ... 2/,J £ B (Q^a.-) . 

(a?, , a?2 , ... X,,) , (y, , y., , .., ?/,,) £ B (iVx) . .-. a £ r f (Z,, , Z J . 
Det a- = : i £ Z,, . 0,- . ?/,• = 1 a^^ x^i-^^^a, 

H 

(2/1 7 2^2 ? -. 2/.J £ B (Q' aï) . a £ r f (Z,, , Z^J : i £ Z, . 0, . .'Tî/^ == 2 a^^i y^ : 
. norm a? == + Det a . 



§ 5. 

3, 3'. Dedekind, p. 466. 



4. Dedekind, p. 471. 

7. » p. 492. 

9. » p. 470. 

13. » p. 493. 



IX. — §§ 6-7. 105 



§6. 

7i £ N . a?^ £ alg,^ . X £ (copj x^ f Z^ Sim . 

y £ alg f (Z„ , ZJ : i , A: £ Z« .-o,-,» . 2//* £ conj .V/^ ^Si^ x),\ù.\ 

1. Det- 2/ £ r . 

2. ^ £ Z^ . 0^ . 2//^ £ A : . Det^ 2/ ^ ^ • 

3. Det 2/ = . : 2 £ Z^ . . (2/1 / , 2/2/ , - 2/../) - £ B ((î^ a?,) . 

4. Det â^ - = . : z £ Z^ . . (2/1/ , 2/2^ , - 2/...) £ B (fi',;r,) . 

5. a £ (r-.- n) f Z^ : 2 £ Z,, . 0, . 2/;i £ A : a^ 2/u -+- «2 2/21 ^ - "^ «.^ 2/ni £ A : 

o :^ , g' £ n . Det^ y =p^ y^ q ,^==.pqA, 

6. Det 2/ - == : t £ Z,, . 0, . t/^^ £ A : a £ r f Z^ . a^ y^^ -f-...H- a,, //ui £ A . , 

«i , ... a^ £ n : & £ Il f (Z,, , Z,J . £ alg f (Z^ , Z,J . //. , le i Z,, . ou , /i . 
^/i/j =^ 2 &</i 2/,fc : . raod Det^ ?/ ^ "^^^ ^^^^ ^ • 



7. n £ N . 7i £ fi . B /i - = A . . B int /i = B 7t '-N (a?^ , it'2 ? — ^'/J s 

[a? £ A f Z^ . a £ r f Z,, . a^ x'^ -h .., -f- a,, a?,, £ A . . a^ , ... a,, £ n] . 



§ 7. - Mod. 

1. Mod = K alg/^fc £ (x jyzk , Ox.y ' x-¥-y yX — y ilc) . fdef.] 

2. ftoMod. 

45. a £ Mod . o . £ a . 

4. n,r£ Mod. 

5. tO£Mod. 

6. n £ N . a? £ (alg f ZJ . . r a?^ -+- r à?, -h ... -1- r a?,, £ Mod . 
6'. » » . . n a?^ -4- n a?2 H- . . . -I- n a?„ £ Mod . 

^t yb ,cz Mod . : * 

7. ao&£ Mod . 

8. a -^ b = y c (x ^^ s a . X2 1 b . y ^= x^ -h x^ , - =^j ,.0 a) . [def.J 

9. a-4-&£Mod . 

10. a-hb = b-ha,a-ha = a. 



§ 6. § 7. 

v5, 4. Dedekind, p. 48(). 1-G'. Dedekind, p. 493-94. 

7. » p. 498. 

8-13. » p. 496. 






106 IX. — §§ 7-8. 

11. aoa-^b.boa-hh. 

12. coa.o.coa-f-&. 

13. ao&.o.a-4-6 = &. 

14. u s alg .0 1 ua=^au=^yz(xza,y===ux.'' =x a) . - [def.] 

15. u e alg . . a 1^ s Mod . 



§8. 
• ^ 

a , & , c ... a' , 5' , ... Ê Mod . o : 

1. (a-f-&)-^-c==a-f-(&-f-c) = a-+-6H-c. 

2. a ô 5 . a' &' . . a -f- a' 6 -f- 6' . 

.3. a c . . a -h (6 ^ c) = (a -+- &) r^ c . 

4. (a-f-&)^(&-f-c) = &-f-[a^(&-+-c)]. 

5. (ao&)-f-(&oc) = &^[a-+-(&^c)]. 

6. a 6 = 2; e (A; e N . aî^ , a?2 , ... a?^ e a . ^4 , ^2 7 ••• y* s ^ • 

^ = i»i 2^1 -+- aî2 y« -^ - -^^hyh'" =K^i," ^*,yi,...3/* a) . [def.] 

7. afte Mod. 

8. ab = ba, 

9. (a 6) c = a (& c) = a & c . 

10. aO = 0. 

11. a6 = 0.o.a = 0.v^.& = 0. 

12. an = a . 

13. a&==a. o.6 = n. 

14. u £ alg . . a (n w) = a î^ . 

15. UyU' z alg . . a 1^ (n w') == a ia' (n 1^) =» a (w w) = a t^ w . 

16. 1 £ a. .no a . 

17. noa.o.&oa&. 

18. a a . . a & a & . 

19. aoa .bob' .0 ,aboab' . 

20. îtealgo-tO. at^oa'ie. o.aoa' . 

21. i4£algo-t0.aw = a't^.o. a = a'. 

22. (a -h &) c = a c H- & c . 

23. (a^^&)c = ac^&f;. 

24. u £ alg .o.(a-H-6)w = awH-6w.(a^&)M = aw<^6w. 



14, 15. Dedekind, p. 501. § 8. 

Dedekind, §§ 169-170, p. 496-5()'7. 



IX. 



§8. 
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25. (a -f- & -f- c) (&c -f- ca -f- a6) = (6 - 

26. bla = B\gr^œz(axoh) , 

27. ft/asMod. 

28.- a = 1 . . 5/a = alg . 

29. acob. = .cobja, 

30. a a' . & o &' . . (6/a') o (6'/ o) • 

31. .a(bja)oboabla, 

32. & ^ a c . . a (6/a) = ô . 

33. &.== c/a . • ô == a &/a . 

34. a/n = a . 

35. c/a 6 == (c/a)/6 . 
3j6. &(a/c)oa&/c. 

37. (a^6)/c = (a/c)o(6/c). 

38. c/(a -*- &) = (c/a) r^ (c/6) . 

39. c;(a^&) = (cla) -f- (c/6) . 

40. (a-}-6)/c-=(a/c)-h(6/c). 



■ c) (c -h a) (a -+- 6) . 



[def.J 



41. 
42. 
43, 
44. 
45. 
46. 
47. 
48. 
49. 
50. 
51. 
62. 
53. 
54. 
55. 
56. 
57. 
58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
63. 



r»«^ 



aa. 



«0 *= aja . 
aboa .^^ .boa^ , 
n «<* . 
boba^ , 

c^ a^ = a» .; 

n a . a* a . : 6^ e Mod . a =^ 6^® . - =6, a . 

a^ z Mod . &o r^ c® = a<*^ - =^j a . 
a^ e Mod .6^ c^ = a*^ . - =«, a . 
a& = a"» (a&) =- &o (a&) = a^ &« {ab) . 
6/a = ao (6/a) = &<> (fe/a) = a^ b^ (fe/a) . 
aOH-60oa0 5<>o(a6)o. 



[def.] 
[def.) 
[def.] 



: a'^a 



A: e N . o . a~* = 
a» a-^ = a-* . 

a a~* = a^ . = . n a a~* . 



[def.] 
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64. Mod prop = Mod ^ a e (a a'^ = a^) . [def.] 

65. Mod prop = Mod o a s (6 e Mod . a 6 --^ a^ . - =b a) . 

66. a e Mod prop ,o.a~^z Mod prop . 

67. a £ Mod prop . o . (a-^y = a^ . (a"^)'* == a . 

68.' a £ Mod prop . b £ Mod .o.abja^ba^'^b a^\a =^ ba^^ . 

69. a , ?> £ Mod prop , o ,abz Mod prop . 

70. a , 6 £ Mod prop . o . (a &)« = a^ b^ ; (a ?>)-* = a'^ b-^ . 

§ 9. - rappr (& , a) , R (fe , a) . 

« , 6 £ Mod .0 : 

1. rappr (b ,a) = K alg ^.fc£[A:o&:a?,2^£A:.Od;,2/.a? — y-ta,\ 

xzb ,Occ'y^k ,x — y sa ,- =^y a] . [def.j 

2. h jkt rappr (6 , a) . o . num /i = num k , 

3. fc £ rappr [b ,a) . num fc £ N . o . R (6 , a) = num k . 1 , , «^ 

4. A; £ rappr (& , a) . num A:£oo.o.R(6,a)=0. i 

5. R(&,a)£No. 

6. R{b,a) = l, = .boa. 

7. R(6,a) = R(?>,ao&). 

8. R(6,rt) = R(a-4-&,a). 

9. a? £ alg ^^ - 1 . R (& a? , a a?) = R (6 , a) . 

10. a? £.6 . o . R (& , a) X a? £ (« '^ &) . 
a yb yCs Mod . o : 

11. R (a , &) = R (6 , c) = 1 . . R (c , a) = R (c , &) X R (?> , ût) . 

12. R (& , c) X R (c , a) X R (« , 2>) = R (c , 6) X R (« , c) X R (2> , a) . 

13. a,6£Mod.ao6. R(6 , a) £N: A:=Mod^c7(aoco6).'.o.numfc£ N . 



§ 10. - Mod fin , Mod fin,, . 

1. Mod fin=a 1(71 £ N.a? £ alg f Z„.a=na?^-hna;2-H...-f-na?^.-=n,^A). [def.] 

2. Mod fin Mod . 

2'. a,bz Mod fin . . a& £ Mod fin . 



§ 9. § 10. 

1. Dedekixd, p. 508. 1. Dedekind, p. 494. 

3, 4. ^ p. 509. 2'. » p. 501. 

6-9. * p. 510. 

10-13. » p. 510-11. 



IX. — §§ 10-11. 10^ 



3. n £ N . a £ Mod fin . o . B a ={x^ x^ ... a?J e (<x=n x^-\-tl x^-^^.^-hn x^, 

[def.] 

4. a £ Mod fin . o . a ^ r = n X min (a r> r) . 

5. a £ Mod fin «^- 1 . o . ?i £ N . a -= n a?4 -f- n a»2 -f- ... -f- n aî^ : 

i^i ?^2 ? -Pn s n .pi a?4 -h P2 a?2 -f- ... -+-p^ a?^ = . o .p^ =i?2 = ... 

6. 71 £ N . a £ Mod fin . o . B irr a=B a'-^ (a?^ x^ ... a?„) £ {p^ ,p^ , ...^.^ £ n . 

Pi ^1 -^^2 ^2 -+- - -^-JPn a?n = . .2h =P% ='"=Pn = 0) • [def.J 
6'. a £ Mod fin r^ - 1 . . B irr a - == A . 

7. w £ N . o . Mod fin^ == Mod fin ^ a £ (m £ N . (ic^ , a?2 , ... a?,,,) £ B irr a . 

o . m = oi) . [def.] 

8. m , n £ N . a £ Mod fin^ . (0?^ , x^ , ... a?„J £ B a . . m > ?i . 

9. ?i £ N . a , 6 £ Mod fin^ . (x^^ , x^ , ic,J £ B a . (z/^ , ^2 7 ••• 2/n) - ^ ^ • 

^ £ n f (Z„Z,J : i £ Z^.o,- .a?,=jp/4 2/i-+---^Pm Z/n-'.o.R (6,a)--±Detp. 

10. ri £ N . a £ Mod fin^ . {x^ , x^ , ... ce J , (^2/4 , 2/2 , ... 2/n) £ B a . 

i^ £ n f (Z,, , Z,,} : i £ Z^ . 0, . Xi=pi^ yc^-^-^pin Vn. .'.o. Detp= Hh 1. 

11. îfc £ alg . a £ Mod fin . (x^ , x^ , ... o?^) £ B a . . a w £ Mod fin . 

{u x^ jUXç^ ^ ,,,u x^) £ B (a w) . 

12. nEModfin^. 

13. a £ Mod fin^ . b z Mod .6oa.o.6=^R(a,6)Xa. 

14. Mod fin r^ a £ (a r) = Mod fin^ . 

15. a £ Mod . b £ Mod fin^ .0 ,a^^b = B,[b ,a) Xb =-ll(a-\-b ^a) Xb . 

16. a , 6 £ Mod . c £ Mod fin^ . : ^' £ Mod fin^ . a ^ (6-hc)=(a o 6)H-fc.-=^A. 

17. 71 £ N . a £ Mod fin^ . b z Mod . b a.o:m £ N.m^7i . 6 £ Mod fin„,.-==„,A. 

18. b £ Mod fin : 71 £ N . 0^ . a^ £ Mod . a^ 6 . a^ an+i : . *. 

^ £ N : A; £ N . O/j . «,+» = a, : - =/ a . 



§11- 

1. alg ^ a? £ (a £ Mod fin . a a; a . - =„ a) == A . 

2. alg ^ a? £ (a £ Mod fin . a? £ a^ . - ^^^ a) = A . 

3. a £ Mod fin r^ - 1 . . a° £ Mod fin . a^ - = . a^ A . 



3. Dedekind, p. 494. 18. Dederind, p. 523. 
5-6'. . p. 518. 

7. . p. 494. ^ ^^• 

9. » ' p. 523. 1, 2. Dedekind, p. 526. 

13-17 > ' p. 514-17. 3. » p. 527. 
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4. a e Mod fin '^ - 1 0.0/.6 e Mod fln.n o aè:x e a,y s h»Ox.y*x%y e A:-=& a . 

5. n £ N . a?j , «2 , ... a?^ £ algo- 1 . o .'. y^ , y^ , .•. yn salg . 

^1 Vi -+- — -f- a?,, 2/,, = 1 : î , A: £ Z^ . O/,;^ . «^y* e A : - =yi.. .y« a . 

6. AjfiO.afiMod. BA:'-^Ba- = A.o.aoA;. 

7. n £ N . a? e alg f (Z^ , Zn) : * , A; e Z^ . o,-,» . x^^ s conj aî,-^ : 

a £ Mod fiii„ o t n aj^i H~...-f-n «^^ : /i £ 0^ . (a?^^ ,.«*^ni) e B /i . - =h a : 
Aa = Det«x. [def.] 



- = A :o: 



nÉN.a,feeModfinn:?itQ«.BaoB/i- = A.B&oBA 

8. a 5 . o . A a == R (& , a)2 X A & . 

9. A (a A6) =. R (a , 6)« X A a = R (& , a)* X A 6 . 

n£N./i£OH.o==?>oA.o. 

10. (/l-^U)oo. 

11. o£ Mod fin. 

12. o* = o. 

13. noo. 

14. Bo=:Bmt^. 

15. xto ,0 *oxoo , 

16. a? £ U '^ . . o a? =■ . 



71 £ N . /i £ Q^ . = 7i '^ A . a? , y , ;? £ o . : 

17. a? ,y £ A X 2r. o.a;-f-y,a3 — ysAX^. 

18. a;£AX2/.2/£Ax^.o;a?£AX«. 

19. a? £ A X y . . norm a; £ n X norm y . 
'20. R (o , a?) = + norm x . 

21. xtAXy'=^'OXOoy, 

22. norm a? £0 a?. 

23. norm a? = a? X y . o . norm y = (norm a?)**-^ . 

24. alg dec h ^or^lcl, (y ,z&or>^\] .x=^y y, z,- ==y^z a) . [def.] 

25. alg dec h = xz(7m(N -\-l) .y^,y^ ^ ...y^zor^-- alg dec /i . 

26. algpr7i=0'^-U^a?£ (y ,j2£0o- A X x .y zi Axx . =_y,, a), [def.] 

27. algdec7i^algpr7i = A. 

28. ^ - alg dec /i o - alg pr 7i - = a . 



4, 5. Dederind, p. 528. 
7-13. » p. 536-38. 

16. » p. 543. 

19, 20. » p. 541. 



21-23. Dedekind, p. 542. 
24. > p. 543. 

25,26. > p. 544. 

27, 28. > p. 545. 
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IX. —.§12. 111 

§ 12. - idS H^ 

^êN ./leO^. = /ir%A .0. 

1. id' h = Mod oa£(a-t0.aoo.oaoa). [def.] 

2. id'TioModfin.' 

3. a £ id^ 7i . . o a = a , 

4. a? e o . o . o a? s id* A . 

5. a £ id^ /i . . norm a = R (o , a) . [def.] 

<x ,bzid^ h,o: 

6. ab zid' h , 

7. a6oa;a&o&;a&o(a'^&). 

8. aa~^ ==a. 

9. aoa&.o.& = o. ^ 

a , 6 , c £ id^ 7i . : 

10. ac = &c.o.a = 6. 

11. acobc.o.aob , 

12. a , & £ id' 7i . a 6 . . c c id^ /i . a = & c . - =, A . 

13. a , & , c £ id* 7i . a == & c . o . c = a/& = a 6~* . 

14. a£id^ 7i. A: = id^ 7lr^^>e (ao&) .0 .num/cfiN . 

15. H^ /i = id^ 7i o a £ (aï £ . a = o a? . - =jc a) . [def.] 

16. ozR'h. 

16'. aî£0.a£id^i.o:oa7oa.==-.a?£a. 

17. a,6£H'/i.o.a6£H* /i. 

18. a? £ . . norm o a? = ^jh norm a? . 

19. a £ id* ^ . . & £ îd^ 7i . a & £ H' 7i . - =5 A . 

20. a£id^ /i.o.arxr = ann = n X R(n ,a) . 

21. id' /i r^ a £ (a r) H^ 7i . 

22. n £ H^ 7i . 

23. a , & £ id^ /i . . a H- & . a o & g id^ 7i . 



§ 12. 14. Dedeind, p. 554. 

15. > p. 551. 

1. Dedekind, p. 551. 16,16'.» p. 552. 

2, 3. » p. 552. 19, 20. » p. 554. 
6, 7. » p. 552. 23-25. > p. 555. 
8-13. > p. 553. 



112 IX. — §§. 12-13-14. 



24. a , & s idWi . .'. a , &' e id' Zi . a -^ 6 = a a == & &' . a' -H 5' = . 

a == (a -H &) a . 6 = (a H- 6) &' : - =a'.b' a . 

25. a yb yC y ... s id' 7i . b .*. a yb' ,c' , ... s id^ /i . a -+- 6' -i- c' -h ... ^= o . 

a ^ & r^ c r^ ... =s a a- = & &' = c c == ... : - ==«', 6',c',... -^ • 

§ 13.- 

1. a,bzid'h .o:a-\-b = o . = .ab = a — b . 

2. a,&,C£id^7i.a-h6 = o.o.a-H-&c==a-hc. 

3. ay&,C£id^/i.a-!-& = a^-c = o.o.a-!-&c = o. 

4. m , ^ £ N : i s Z,^.fc £ Z^.. 0,,^ . a, , &/j £ id^ 7i.a^H-&^=.o.o. II a.-i-II &yt=^^^ ► 

5. a y b , c z id^ 7i .a -h b ^= . b c a . . c o a , 

6. a , 6 , a' , 6' £ id* Ti . a -f- 6 = . a a' . 6 6' . o . a -+- &' = . 

7.' a , 6 , c , ... £ id^ 7i . a -4- & -H c -t- ... == . . a o & o c o ... = a & c ... . 

8. a £ id'h.m £ N:i £ Zp^.o^.c^ £ id7i.a - o c^:o.'.a? £ a:i £ Z,j.o.a?-£ c^- :-=a a. 

9. a , 6 £ id^ Zi . o . a? £ a . a & -h ox = a . - =^ a . 

10. a , b z id^ h . o . c s id^ h . b -i- c = . a es H^ h . - .=ç A . 

11. a£idWi . . a? ,?/£0 . oa?-i-02/ = « . =^^,2/ a . 

12. X j y z ^'■' i . : X -h y = , = . u y V z o , iia?-h ^;^/=l.-=w,^-A. 

13. â?,2/s^^""^0-^^2/-^*^?^^^*^^~^'^2/ = l' "^^w.v A . 

14. azid' 7i .Jczl^ , ok-i-a=^o :0.k7i:R(nya) . 



§ 14. - idpr^ 
7A £ N . h £ Q,j . = /i ^ A . . 



1. idprWi = id^ 7ir^^£ (a£ id^/i- t .^oa . . rt — j?) . . [def.] 

2. azid^ h ,pzid]pr' h,o . aop'^a-hp ^=-0 . . - 

3. a yb yC y,, zid' h .pzidi^Y' h . abc. .,op .0. a op^bop^cop^ ,.. • 

4. a £ id^ /i ^ - id pr"^ /i . o . a? , 2/ £ r - a . 0? 2/ £ « . - r=x,y a . 

5. a? £ alg pr /i . == . a? £ id pr' /i . 




§ 13. § 14. 

Dedekind, § i78, p. 556 60. Dedekind, § 179, p. 560-63. 



i 
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IX. ~ §§ 15-16, 113 

§ 15. 

m ^ . h s, Qn * o --= h ^ A . à jbzid^ h , o: 

1. R (a , a 6) == norm b . 

2. norm ab = norm a x norm b . 

3. aj{a-\-b)=={a o 6)/6= c .o: c? e id* h.o.R (bd ^ad) = R(b ,a) ^ nonii r . 

4. o X norm a o a . 

5. o X norm a = a 6 . o . norm 6 = (norm a)''~* . 

6. Av £ N . a -f o jfc - 0.0. norm ank , 

7. pzidpr^ h ,0 ,ke Z,^ . norm^ = [R (n , />)]* . - - ^ a . 

8. j? £ id pr* /i . normjp = [R (n^p)]^ . o .pzK^ h , 

§ 16. 

71 c^ . h sQ^. o = hr^ A. X yy ,x' , y' zo , as id^ h , o: 

1. a; — y ,^ — y ta , , xx — y y' sa. 

2. x{y — y')sa.ox-^a^o.o.y — y' sa , 

S. X (y — y') saib yCsid^ h ,Ob.c * €1 ^= bc , o x-ha =- b:o . y — y se , 

4. ox-^a = o,o.uso,ux — y sa ,- =„ a . 

5. a £ id*/i.M-= K o^ks{xsk.Oa:'OX-^ a^ o:x ,y sk ,Ox,v - x — ysa : 

xsk . y so .X — ysa.Oy.ysk),o.(p(a)^ num M . [def.J 

6. 9(o) = l. 

7. a,&,c£id'/i.a--&c. M'=- Kor^ks(xsk.Osc'Ox-+-a = b: 

Xjy s k,Ox . y*x — y s a:x s k.y s o.x — y s a, Oy ,y s A:).o.num M'=9(c). 

8. ms^.a sid^ h,'. b s (ïd^ ht' Z„i).o:aob:ksid^ h ^- ^b.aok , =^n A. \ 

. 9 (6J H- 9 (62) -K ... H- 9 (6J --= norm a . 

9. a, b y c, ... s id' h ,a-h b-^-c-^ ,.. =iO , X jy ,z y ... so , o , 

usa . u — xsa . u — y sb . u — zse ...-^ -=« a . 

10. a,b yC y..s id^/i . a f 6h-ch-... - 0.0.9 (^^ c...)=-9(a) > 9(&) X ••• 

11. a £ id* /i . m £ N : i £ Z„^ . o^ .ptS idpr^ h . a U p^ : 

. 9 (a) == norm a '/. Ei (1 — l/normpj . 

A: 

12. a £ id^ /î . m £ N : î £ Z,„ . 0, . p, £ id pr' A . fc^ £ N . a -= Ei jt?^ '. 

/; £ Z. . normp, ^-. [R (n ,P,)/^:o.9(«)=n(/.>^'--/./*^*'"^^^') . 

13. p £ id pr* 7i . aï £ o . . aî^ormp — xsp . 

9 (d) 

14. asid^ h . xso .0 x-\-a==o .o.x — 1 £ a . 

§ 15. § 16. 

Dedekixd, § 180, p. 564-65. 1, 2, 3. Dedekind, p. 566. 

5, 6. » p. 567. 

7-15. » p. 568-70. 

s — Fûrmui, 
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;114 IX. ^ § 17. 

§ 17. ' 

w £ N . /i £ Q^ . o =-^ /î ^ A . a , a' e id^ /i . : 

1. a eqa , = .b zid^ h . ab yab s, R^ h ,'- =6 a . [def.] 

2. aeqa , - . a eqa , 

.3. a eq a' . = . a? , y £ o . a a? = a' 2/ • - =cc . y a . 

4. a eq a' . 6 £ id^ 7i . a & £ H^ 7i . o . a' 6 £ H^ /i . 

5. a ja j a" £ id' ^. a eq a' . a' eq a" . o . a eq a" . 

6. a , 6 , a, 6' £ id^ ft . a eq a' . 6 eq &' . . a 6 eq a' 6' . 
l,.xi fbiW h .0 . aeqb. 

8. /^/i = KidWi- Jfc£(a,è£*^. = .aeq&). [def.] 

9. H' ;i £ /^ ;i . _ 

10. A,Bz[^h.o,AB=id'hrks{azA.bzB,keqab.'=a,bA.). [def.] 

11. .4,^£/'/l.O.^J5£/'7l.^^=:^^. 

12. AyBiI^h.ctAB,^o/atA.bzB.c = ab,''^a,bA. 

13. .4,^,C£/^;i.o.(^^) C=^(^(7) = ^J5C. 

14. .4,^£/^/i.a£^-^.o.^ = ^. 

Asrh.o: 

15. A- £ N -4- 1 . o . ^* = ^*-^ ^ . ' [def.] 

16. A'' = lVh, [def.] 

17. AlL'h = B'hA==AA^^- A, 

18. /? £ r 7i . ^ J5 ^ H^ 7i . - ^--5 A . 

19. kô^ ,o,A-^^id'hr^bl(azA.o,a^bzWh). [def.] 

20. A: £ N . . ^-* £ /^ ;i . 

21. 7n , A: £ n . o . A»^A^ = ^«»h-* . 

22. A , Bz r h . : A = B-' . ^ , B ^ A-^ . 

23. ^,J5, (7£/'7i.o: Cr=^^.==.^=C^ -^ 

24. ^;5,C£/'7i.^^=^yl (7.0. ^= (7. 

25. ^ £ /' /i . /c £ Q . o . a £ .4 . norra a < Q • - =0 a . 

26. num r hz^ , ^ 

27. 'k £ N .num I' h ^ k . Az P h , o , A^ = W h, 

A: £ N . num l' k - k . a z id' h . x z o .^ o . a^ ^ o x : y e alg . « -= y* : o : 

28. ?/ £ 7i . . rt oy ,{azlV h), 

29. rt-sTr /i.o. 2/-£/i. 

30. a = ^ A X 2/ . 

31. a}gid^h=sdg^>^o^yz{azid^ h ,a^=oyr o . - =« a) . [def.] 

32. a £ id* Ti . . a? £ s^ alg id' h , a - oxr o ,- ^x a . 
G. Fano. 

§ 17. Dedekixd, § 181. p. 573-7(5. 



J 
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ADDITIONS ET CORRECTIONS 

On prie de faire tout de suite ces corrections dans le texte, ou au 
moins d'indiquer dans les différentes places qu'il y a des additions ou 
des modifications à faire; car les notes et les tables suivantes se rap- 
portent au texte corrigé. f 

Sigles des Auteurs qui ont indiqué ces additions : b = Bettazzi ; 
bf = BuRALi-FoRTi ; c = Castellano ; f = Fano ; g == Giudice ; 
p = Peano. 

I. -§ 1. . - 

Ajoutez: . . 

14'. abc = bac . , , : 

26'. bo .a = ab . 
44'. ab = ac . ==:ao ,b = c , . i 

46. ao .b = cdio :aco ,b = d , .: 

47. ahc .bd = ce: ==: abc o ,d=>e . , : 

48. aob.aboc,o,aoc, 

49. aboc .acod ,0 .abocd , 

%2. 
Ajoutez: 

28'. acob,aob^c,o,aob, 

Peiroe (v. Schrôder, Alg, d, Logik, I, p. 363). 

36. a c . -> . & c . . a5 c . 

37. coa.v-^.co6.o.coaw6. 

38. a-ao&. [P38 - P15] 

(a) a^aob-b. H^ ^ ^) P38 =- (a)l 

39. a--a^b^b. [(a) • f ' ?) ^«) • == : ^^^l 



'^•*2^?.>V1f*«|S?'*'' 
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§3. 

Corrigez : 
1. A = a-a. ' [Def.J 

(C. BuRALi-FoRTi, Logica Matematica, a. 1894, pag. 49,) 

Ajoutez: 
9'. a = 6. = .a-6o6-a = A. 
SCHRÔDEB, id., I, p. 359. 
14'. ao6.o:a-=A.o.6---A. 

Corrigez: 

28. (a o 6) o c = a o (6 o c) . 



§4. 

Ajoutez : 
a,6e K . o: 

11. xza .aoh.o ,xç,l , [Pi o PllJ 

12. £C£a.o.a- = A. 

13. £c e t y . = . 0? = y . [Def.] 
13'. t y = a? £ (a? = y) . 

14. a? £ a . = . t a? a . 

15. a? £ a . = . t a? ^ a - = a . 

16. a?-£a. = .ta?'^a^=A. 

a,&,c , ... £K . : 

§ 1 Pl-U, 13-25, 28-36, 40-41; § 2 Pl-39; § 3 Pl-31. 



§ 5. 

Ajoutez : 
18". » . o . (f "')** = Z^'**^ . 

34. rt, &£ K .f £6 frt . o .-. /'£Siin ,=: x , y i a .jc^==^ y.o.c,i/'fx- = fi/. 

fDef.J 

35. » ./'e (6fa)siin . o . /'fi (6fa)Sim . 

36. » •/'£(& t*a) Sim . o'. fz {fa fa) sim . 

37. s £ K . nuin s £ N . o : /£ (« f s) sim . = . f £ (s f s) Sim . 

38. a , 6 £ K . f £ (6 fa) sim . o . /*£ (« f 6) sim . 

39. a , & , c £ K . /"£ (6 f a) sim . ^ £ (c f 6) sim ,o .g fi{c fa) sim . (p 
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II. - § 1. 
56. Au lieu de p—l-\-Zq^p lisez i?— l-f-Zj-i-i— t? 

§ 2. 

Î6. Changez l'Hp en t- = 0. 

27. » c^,&- = 0. 

^8,29. » 6,c- = 0. 

31. Ajoutez l'Hp a- = 0. 

Ajoutez: 
42'. a/6 == c/<î . = . ac2 = &c . 
EUCLIDES, VII, 19. 

§ 3. 

12. Corrigez : mod (a***) = (mod a)***. 

14. Au lieu de a e - Q lisez ai — Q . 

§4. 
Ajoutez : 

14. (a--h&)«H-a«H-6« = 2(a«-Ka&-f-&«). 

15. 4(a«H-a6-K6«) = 3(aH-6)«-+-(a — 6)«. 

37. 4 (a^ H- 6^) = (a H- 6)3 -+- 3 (a H- 6) (a — 6)^ 

38. a3H-a«6H-a6*-H63 = (a-h6)(a*H-6«). 

a Je 

60. Au lieu de ab —a' 6 lisez ab'-^a' h . 

52'. (a* — p6* — gc* -hpqtP) (a'* — j?6'* — gc'* H-^^^'d'*) = 

(aa -hpbb' jh g (ce' h- dd'))* — p (ab' -^a'b + q (ccT -f- c d)Y 
— g (oc- — pbd' ± (oc' — pb' d)y -^pq (bc' — oc^' + (a' d — b'c)y . 
Lagrange, ^owv, Mém. de Berliny a. 1770, p. 133 ; Œuvres^ III, p. 201. 

59. Au lieu de (a* — 2 a6 h- 2 &«) lisez (a* — 2 oô -h 2 &«) 

Ajoutez : 
60'. (a H- 6)* -4- a* -4- 6* =- 2 (a* -h a6 -f- 6«)« . 
60". 8 {a* -h 6*) == (a -f. 6)4 -h 6 (a H- 6)^ (« _ 2,)2 h- (a — 6)* . 
.66. (a -+ 6)8 H- a« -4- 6« = 2 (a* -f- «6 -+- 6*) [(a*-ha6-h62)3-h4 a«62(a -h6)«] . 
67; (a-f-6)*o-ha*o-K 6*o=(a2 -+- a6 -h 6^)2 [2{a^-^ab-hby-^ 15 a^ 6«(a-f-6)*] . 

14, 60', 66, 67. E. Sadxjn. Riv. di Mat., IV, pag. 189. 

37, 60". Cavalieri, Exercitationes geomètricae, a. 1647, pag. 269. 
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27. Au lieu de --r-- lisez i i 



§ 5. 

26. (Dans quelques exemplaires) au lieu de ^-6 lisez '6. 

■ '■ , , c . -I 

§ 7. 
21. Au lieu de . -=- lisez . = . . . . ! : 

§ 8. 
89. Au lieu de xy ^-- , . lisez Hbxy^ b^--a. . ,, 

§ 9. 
17. Corrigez l'Hp: ?ieN . . ... j(ç 

§10. ■ ■ z^- ; ,: ' '• J; 

9. Au lieu de m/ 12 lisez m*|1i^.^ 
21. Au lieu de ^ lisez. ^. ^ .' 

Ajoutez: , . . .' 

yi £ N -Kl . a? , y £ q f Z,^ . m e Q f Z^ . o : , 

'26:llmiX,^){lmiy,^)>{lm,xry,y- ' [P25 o P261 

27. (2 m, ri?,^) 2 m, > (2 m, x^f. [( J J ) P26=P27] 

28 l/ S^.^/% -^^^^^ . [P27=P28] 

. r 2 m,- — 2 m,- j 



|/ a;t^-Ha?2^-f-...-ha?^^ ^ x,-hx^-^,,.-^X n M 1 \ pgg^j 

29. Cauchy, Analyse algébrique j a. 1821, p. 453. 



'V .: , 
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30. zz'M.ed(x^y..fX^) .==. min(a?^ ,..., icj^2f^raax(a;i ,.-->^J • ^^^- 

31. ^eMed(aît ,... ,a?J . 

n 

32 m, a:, -H m, g., -4-. + m. a.. ^ ^^^^ _ 

m^-f-mg-f- ... -hm^ 

33. '"^^^--^•••^'""eMed(^,3,... ^») . r(""^)p32=.P33l 
w,-l-«ig-(-...-l-m„ \r»j Wj m„/ L\ a? / , , J 

30-33. Cauchy. Analyse algébrique, a. 1821, pag; 17. ' » 

34. m g (Q f Z^) decr . . 



35. Hp P34 . . >>^i'^.+W«'«-'^>)+ ••'•^- >".(^n-a^»-.) ^ ^ed (a., ... a..) . 



a? £ . . . ^n) • 

[P34=P35] 



36. » . o . -^-^ ^-^ ^^-^ £ Med (a;. , 2 x*, , ... , 2 ajj . 

[f;)p35=P36] 
34-36. Abel, Crelle J,, a. 1826; Œuvres, I, pag. 222. (p 

m. - § 1. 

16. Ajoutez à Y Hp . c - = . 

Ajoutez: 
27'. («2 — 1) a^ (a^ H- 1) £ 60 n . 
Mathesis, a. 1894, pag. 213. 

32. Écrivez r Hp . a , 6 £ N . 

§ 3. 
Ajoutez : 
8". D (2 a — 1 , 2 a -+- 1) =- 1 . 
16. Au lieu de o . lisez o : 

La définition 1' ne satisfait pas à toutes les lois sur les définitions. 
On pourrait la modifier, et simplifier les autres propositions; mais en 
attendant la publication d'une théorie complète dès nombres, on peut 
supprimer les propositions 1', 2', 9', 12', 25. 



^T'.Ç,^* 
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§ 4. 
Supprimez les propositions 1', 3', 7, 10. [Même remarque] 

§ 5. 

Ajoutez: - 
1'. Np = (N H- 1) - [(N -h 1) X (N -h 1)] . 
6-11. Ajoutez THp. a,6,ceN. 
12. Au lieu de 6-eNa lisez 6£(N-hl)-Na. 
25'. Au lieu de sim lisez Sîm . 

31-34. Supprimez. [Même remarque] 

§ 6. 

2. Au lieu de 2 N -h 1 lisez 2 N — 1 . 

Ajoutez : 
3'. a £ N* . «= : a? e Np . o.» . mp (a? , a) e 2 N^ . 
19, Au lieu de sim lisez Sim. (bf 



IV. 
Pag. 53, 54, 55, 56 dans le titre. Au lieu de VI lisez IV. 

§1- 

Supprimez les propositions 14-20. 

§3. 

25, 26. ri . 4 . 6] au lieu de [6] . 

27, 29. [1 . 4 . 6 . 6] » [5 - 6] . (bf 



V. - § 2. 

Ajoutez : 

17. w e K (q v^ 1 00 o» t — oo) . co e w . o . max w =-^ oo . Def. 

18. » . — aoB u ,0 , min u = — oo . Def. 
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§ 3. 

Ajoutez : 
3". xzu.oA'u^x^l^u. 

Sa), meq.o:rw-^m. = .w^(m-f-Q)=A. 
8&). » l'i^^m, = . w/^(m-i-Q)- = A . 

8 c). » l^u'^m , = ,u^(m — Q) = a. 

Sd), » ]^u<,m . = .ur^(m — Q)- = a. 

16. (note) 6. Ascoli, Atti Accademia Linceij a. 1875, p. 867. 



§ 4- 

Ajoutez: 
32. £C £ q„ . . El^ a? -- Oî^ . Elg a? == a?2 El^ a? = a?^ . Def. 



§ 6. 
5. Au lieu de Eu^Lu^=a lisez Ew- Lu^=\. 

§ 7. 

23. Au lieu de ) lisez )) 
Ajoutez : 

31. m Kq . o . Med u^({r^xt{y yZiu ,y ^x ^z .^ =y , ^ a) . Def. 

32. u e Kq^ . o . Med w = q^ ^ a; e [a e q^ . o« . a\x s Med {a\u)] . Def. 

33. > .0 . /Med w -= med w . (p 

VI. - § 1. 

Ajoutez : 
11'. w e KK .wooN:t;£W.Ot?.t;c>3 N.'.o. ^> ^it co N. Cantor, III, p. 313. 

15'. 7l£N.W^/>**W = A.0.WcoN. 

29. Au lieu de o : lisez o : i^ £ Kq . 

Ajoutez : 
3Ô'. u £ (Kq) Contin .a^htu.o.a^hou. Jordan, LXIX, n. 34. 



' -' i»-*-^ '.^,J?«.-^JFVT-; ^--ÎTIj 
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Ajoutez : 

1'. w , V £ K .o.Nc* i^>Nc^ t\= .-.îi - =i; : u- o. h. /^; co r . - le a . . Def. 

2. a , & £ Ne . .0 : a > & - = . 6 < a . . . Def. 

2". a,6£Nc.o:a = 6.. ^.a > & . ^ . a < & . Cantor, III, p. 311. 

6'. a £ Ne . Oa : & £ Ne » 6 > a . - =6 A . ^ , Cantor, LXVI. 

9'. u £ Kord . num w £ N . o . w £ Kbord . - . ' 

18'. w = A . o . Ntrasf' u^O , ■ ' -. Déf. 

18".NopNtrasf. i 

9. Au lieu de wxtu, Ox- lisez :: x* £ w . t* S î/ . - =y a . Oo; . 
10. Au lieu de fz (v f ord u) . - =f a lisez . (r f ord w) - = a . 
22. Supprimez Def. 



• : . § 3. ;^ - ,^ 

Ajoutez : 
0. w^2>^w = A.o. w<>^N . Cantor, XII, p. 375. 

0'. D^ 2t co N . . w co N . Ib. 

LisU hïbtiographiqxLe (pag. 36). 

Ajoutez : 
XXXVI 6is. S. Pincherle. Alcune osservazioni siigli ordlni d'inflniti 
délie funzioni, Memorie deirAcc. di Bologua, Série IV, t. V^ 
1884, p. 739-750. : '- 

G. Vivanti. 



VII. — § 1. 

Pag. 77, titre. Au lieu de VI lisez VII. 

Ajoutez : 

6. Hp. t;£ Kq.Tî; = 00.0 :: ï/£ q .o.'.î/ £ lim/'a? .=: 7i£Q . a£ v . 0/i,a. 

f[wo(aH-Q)]-.(2/-7i)'^(2/-4-/i)- = A. 

7. » » » . .-. ooelim/a? . = : m£ Q , a£ V . Dm,a . 

f[Mo(a-HQ)]-^(m-hQ)- = A. . 

8. » » » .0.'. r-Qo » » '.. , 

f [w o (a -h Q)] r^ (m — Q) - = A . 

23. m £ q . m>r lira fx.or.a z q:a? £ u/x^a.Ox ./lc<i/i:— ==t,A. 

24. » .m<li ' » » fx^m » . . 



■^^Tffnr^'*^^' j»>v • -,' .' % - < 
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25. meq,azq:xzu.x > a . Ojc . /"a? < m : o . l' lim fx < ^ . 

26. » » » • »\ "* > > » 0. Il lîmf ai> m. 

23-24. Peano, Sur là définitioh de la limite d'une fonction (Ame- 
rican Journal of Math., t. XVII, a. 1894, pag. 56). 

25, 26. Pb:ano, Estensione di alcuni Teoremi di Cauchy (Atti délia 
R. Accademia délie Scienze di Torino, t. XXX, a. 1894). 

14. Au lieu de hzq lisez /i s Q . . 

21. Au .lieu de jpiimfx^ .lisez D(q^ lirnfx) , 

32. Au lieu d^^ ,azq.6/ lisez, : a s q . Oa . 

Ajoutez : . ' 

34. 00 e lira /"a? . --- : a £ q . o , . r / [w r. (a -4- Q)] =.00 . 

35. 00-e lim/a?. =- :a£q . l'/'[^^(«-+-Q)]eq • -=a a: 

36. — c» £ lim fx.:^:a^q.o^A^f\u^{a-^ Q)] ^ — oo . : . ■' " 

37. — Qo-£ lim/'a? — : a£q. 1^ /"[w^ (aH-Q)] £q . - ==,, A . 
34-37. Peano, Lezioni di analisi, a. 1893, t. I, pag. 266. 

' ■ ■' . • . • '■ • . • ' ' v " ■ • / < 

22, 23. Au lieu de u lisez N . 

Note\ 22-23. Ajoutez: La Maestra, Sulle successioni (Giornale di 
Matematica, t, 28, pag. 241). . 

Ajoutez : 

24. m £ N.v^ , f 2 r"^m e K N . l^=v^ ^ v^ kj v^,^ o v,,^ : r £ Z^ , Or . 1' ^r =7= 00. 

limic,iy,a) /'aî£qwta>v^t -^ a).*.o.lima;,N, «/'a? ^lim^/t-^,» /"a?^ 
lim;r,f2,oo /aîo,...olim^,t.„^,oo fx. [Hp.§l P5 , 33 , 35 , 37:o.P24] 

25. vs (KN)fN.N '==^^ Vî^:rtl$ .Or -V Vr = 00 . lima? . t?^ , « fxiq^ico 

^t — oo:î^-=y £ {7-£N.o,.2/==lima;,r^,oo /ïi?):-.o.limflc,N,(io fx^Cw. 
, [Hp.§l P5 , 21 , 33 , 35 , 37 : . P26] 

§ 3. 
Ajoutez: . ' 

33. lim — /'a? = — lim /^i» . 

44. Au lieu de +oo£lim lisez oo..£limmpd/'aî . 

Au lieu de 67, 68, 69, 70, 71 lisez: 

69. a £ 1 -4- Q • a. Loga 00 = 00 . Log» == — c» . _ Def. 

70. a£ 1 — Q. piLoga 00= — 00 .LogaO = ^ . . Def. 



r '.•. : ^y^-vT^iiiiiUilPillUlf iji II I iipi 
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fzQfu.o: 

71. rt £ Q - 1 1 . . lim Loga f^ == Logo lini fx . 

72. Au lieu de = Log» lini f^ lîsez e q . 

§ 4. 
Au lieu des Pl-8 lisez: 

fygzqfN. lim= lim-r,N,Qo.o : 

1. lim [f{x-\-l)-'fx] e q ^ 1 00 o t— x .o. lim {fx)jx = lim [f (x-hl)—fx] . 

2. lim/'^eqv^toov^t — oo.o.lim— ^^lim/'a?. M Mpi = P2 | 
2a). riim^- ^riim/'aî. 

X 

2 6). 1^ » ^1^ » 

2fx 
2 c). lim — ^— Med limfx. 

X 

2 d). lim ^ Med lim [f(xH-l)'-'fx]. 

X 

2 e). yz Med lim -^ . y -* e lim — ^ — . o . oo , — oo e lim fx . 

0? X 

2 /"). 00 - e lim fx.^ . — oo - e lim fx .o. lim — ^ = L lim — — llira— ^ . 

X X X 

3. lim fx , lim gx=0 .gz dec . lim [f (ic-+-l) — A?]/[^ (^~*-l) — ^^] ^ Q •^• 

lim /ïc/^a? = lim [f {x-^l)—fx]\[g (a?-hl) — ^a?] . 

3 a), lim gx = oo . gz cres . > ». » 

3 &). ^ e Q f N . 2f ^a^^oo .o. lim n^9^^f^f^-^f^'9^ ^ Med lim fx . 
* gl-^g2-h...H-gx 

3 c).» » .0. lim —!— Med lim ^ — . 

Igx gx 

fx f(x-\—X^ — — fx 

3 d). ^ e (Q f N) cres . lim ^ a? = oo . o . lim — o Med lim -7 -^ — — . 

gx g{x-hl) — gx 

fx 
4:, ge QfN. 2^ ^a? =00 .lim ^^ — e q^ too-^t — 00 . . 

^l-h^2-f-...-+-^ar gx L\ f g I J 

4 a). » » . lira /b?£ qot 00 v>t — 00.0. 

gl-^g2~h ...-^gx L\ f I J 
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1 
5. /£ Q f N . \imf{x -h l)jfx £ Qo - 1 00 . . lim {fxf=' lim t^^'^^^ 



fx 



6. f e Q f N . lim /^a? e Qo ^ 1 00 . . lim If 1 .f2... fx = lim fx . 

7. ^ £ (Q f N) dec . lim ûT a? = . 2f ^ a? = -f- 00 . lim / "^/ -^-"-^r^ ^^ 

^ X 

^^^^ fl.gl ^f2.g2 ^,„~h fx,gx_^^^ fl-^f2^...-^fx ^ 

^ i -h ^ 2 -h ... H- ^ « X 

^ ,. « ,. ». fl.gx-{-f2.g(x — l)-h...-hfx.gl 

8. lim/'aîjlim^icfiq.o. lim- ^^ ^^ ^-^^ ^— . 

X 

= lim/'aîXlim^/a? . 

8 a). /£ q f N . m £ N . t*^ , v^ ,...y„j £ K N . N -= v^ -^ r^ ^^ ... v^ v„^ : r,s £ Z^^. 
r - ^= s . 0^ g . V,. ^. v^ = A : r £ Z^ . Or A' Vr = oo . lim^c , ly , » A' £ Q« 

lim/», N, 00 ^^£q:o. 

n 

lim'—— iUiiu.,r.,« /^icx lim«,N.« ^^ - .. 

a? r_l . w 

8 &)./*£ Q fN . o . lim ^ JV7f2~fx o Med lim /'x . 

^c), € . lim I fx Med lim ^ ^^ "^ ^ . 

f X 

§ 4. 1, 5. Cauohy, Analyse algébrique, a. 1821, pag. 48, 53. 

2, 6, 7, 8. Cesâro, Analisi algebrica^ Torino 1894, pag. 99, 105. 
2 a), &), c), d)y é), f\ 4 &), c;, c?), 8 &), c). Peano, Estensione, ecc. 

3, 3 a). Stolz, I/éfeer die Grenzwerthe von Quotienten (Math. Ann., 
Bd. XIV). 

4eZ). Stolz, Vorlesungen iiber Arithmetiky pag. 340. 
8 a). Cesâro, Teixeira J,, t. 7, a. 1887, p. 171; Analisi algebrica, 
pag. 101. 

14. Ajoutez rUp : lim fxzQ.o. 

22. Au lieu de r£Qo(l — Q) lisez r £ (— l-hQ)'-.(l — Q) . 

o. T. ,. /'^ 1 1. f{x-^l)—fx 
31. Lisez . lim '-^^^ = lim^-^ ^ '— . 

^oie. — 31-33. Ajoutez : Cauchy, 1. c, pag. 48. 
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(b 



fix-^l) f(x-hl) 

33. Au lieu de lim'-^ -^eq lisez /^e Q f N.lim'-—^^ — -^eQo-too, 

fx ^ f(x) ' 

34. À supprimer. « 

Ajontez^ 
18, 19, 20 (note). Laisant, Ass, fr. Congrès d'Alger y a. 1881. 

VIII. — § 2. 
16. Supprimez THp weQfN. 

§ 3. 

54. Au lieu de . o . lisez : o . 

65. Au lieu de — . o : — - . — . o^ . ■— : — 
lisez — . .•. — : — . 0^ . — : — 

56. Au lieu de — . — . o^ . — . — . o . — 
lisez — : — . o^ .—■: — : o . — 

58. Au lieu de . o . lisez : o . 

59. Au lieu de — : — • Or . — . — . o . — 
lisez — : — .Or. — : — :o. — 

§ 4- 
10, 11, 12, 13. Au lieu de .0. lisez :o. {g 

1. Au lieu de ...-\-a^ lisez ...-+-«,». 

Ajoutez : 
16'. X e conj y .0 .yz conj x . 
16". X s conj y .ye conj z.o ,xz conj z , . . (^ 
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NOTES SUR LA I PARTIE. 



§ 1- 



Il faut aussi connaître la notation de la substitution f ' , ) , les 



Le signe a signifie « on déduit ». 

Le signe ^, toujours sousentendu, signifie «et ». 

Ces signes ne sont pas définis ; ils représentent des idées irréductibles. 
Par eux on définit le signe = (§ 1 P3). 

Les lettres a, &, c ... désignent des propositions quelconques. 

Il faut connaître l'usage des points (Introduction, § 10). 

Avec ces eonaissances on peut lire toutes ces formules. Pour lire aussi 
les démonstrations, il faut ^savoir que 

Pp signifie « proposition primitive », ou qu'on ne démontre pas. 

Def » « définition ». 

abréviations Hp et Ts (hypothèse et thèse) et P (proposition). 

La démonstration d'une formule de logique, c'est-à-dire d'une règle 
de raisonnement, n'a pas, en général, pour but de nous assurer, sur la 
vérité de cette règle, mais bien de la décomposer dans les règles de 
raisonnements qu'on a appellées primitives, en nombre de 9. 

1, 5. Leibnitu, Opéra phiîosophica (Edit. J. E. Erdmann, Berolini 
a. 1840, pag. 98). 

Propositiones per se verae: 1) a est a; 2) a& est a. 

6. Leibniz, id. pag. 95. 

« Si idem secum ipso sumatur nil constituitur novum ». 

6. BooLrE, Mathematical Anàlysis of Logic, a. 1847, pag. 17; The 
laws of thought, a. 1854, pag. 31. 

8. Leibnitii, Opéra philosophica^ a. 1840, pag. 98: 

Transpositlo literarum in eodem termino nihil mutât, ut ah coin- 
cidet cum ha , séu animal rationale et rationale animal. 

BooLË, îb. 

12. Ch. Peirce, On the Algéhra of Logic, American Journal of 
Mathematics, t. 3, a. 1880, t. 4, a. 1884. 

13. Aristotelis, Analyt, Pi\^ L. I, cap. IV: 

El 70 A xarà na-i/roq tov B, xoli to B xark noLVToç tqv F, àyxyxn xoli to A 
XOTOi nOLVTOÇ TOV T xoLTuyopûadoLi. 
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30. Leibniz, id., pag. 98. 

Ex quotcumque propositionibus tieri potest una, additis omnibus 
subjectîs in unum subjectum et omnibus praedicatis in unum praedi- 
catum. Ut a est by c est d, et e est /, inde fiet ace est bdf, 

H. Mo CoLL, The Calculus of équivalent statements, Proceedings 
of the London Math. Society, a. 1878, t. X, pag. 16. 

33. Leibnith, id. Difflcultates qimedam logicae^ pag. 102: 

« Omne a est 6, id est: équivalent a et «6 ». 

36. Leibniz, id., pag. 98-99. 

Ex quacunque propositione cujus praedicatum est ex pluribus ter- 
minis compositum possunt fîeri plures, quarura qualibet idem quod an te 
habet subjectum, sed loco praedicati habet aliquam prioris praedicati 
partem; a est bcd ergo a est b, et a est c, et a est d, 

H. Me CoLL, ib. 

39. Peirce, id. t. 3, pag. 24. 

§2. 

-a signifie « non a ». L'idée de la négation est primitive et dé- 
terminée par deux propositions primitives PI, 3. On définit en consé- 
quence le signe ^ (P6), et le signe a (§ 3 PI). 

3. J. A. Segner, Spécimen logicae universaliter demonstr.^ 1740 : 

« Si ic ponatur pro non triangulo, — x erit trîangulum » (J. Venn, 
Symbolic Logic, 1881, pag. 184). 

6, 7, 8. AuG. De Morgan, On the syllogism, Cambridge Phil. Trans- 
actions, 1858. 

13. Leibniz, id., pag. 96: 

Constitutum ex contentis inest constituto ex continentibus. Si a est 
in m, et b est in n erit a-f-6 in m-hw, 

16. Leibniz, id., pag. 96: 

Si quid additur ei cui inest nil constituitur novi. Si' & est in a erit 
a -h & = a . 

Conversum theorematis praecedentis : Si quid addendo alteri nil 
constituitur, ipsum alteri inest. Si a -h & = a tum b erit in a. 

17. Leibniz, id., pag. 96: 

Cui singula insunt, etiam ex ipsis constitutum inest. Si a est in c et 
b est in c etiam a -+- 5 erit in c . 

22. Boole, Math. anaLj pag. 16; The laïcs of thought, pag. 33. 

24-29. Ch. Peirce^ Three papers 07i Logic, Journal of j^peculative 
Philosophy, a. 1868; American Journal of Math., t. 3, a. 1880. 
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ScBRODER, Algebra der Logik, t. I, a. 1890, p. 362, 382; t. Il, a. 
1891, p. 33. 

30. ScHRôDER, id., I, p. 383. 

31. Vailati^ Rivista di Matematica, 1891, p. 103. 
32-34. BoOLE, id. 

35. ScHRÔDER, id., pag. 308. 

36, 37. Me CoLL, id., P13, 11. 

§3. 

1. SOHRÔDER, Algebra der Logik, I, pag. 302. 

2. 4. Id., pag. 271. 

3. Id., pag. 188. 

7. Id., pag. 190. 

8. Leibnitii, Difficultates quaedam logicae (Ed. Erdmann, p. 102): 
« Omne a est b seu a non b est non ens. NuUum a est b seu ab est 

non ens ». 

9. G. BooLE, The laws of thought 
15-18. BooLE, The laios of thought, 

ScHRÔDER, Algebra der Logik, I, p. 446; II, p. 200 e segg. 
19. A. De Morgan, Formai Logic, 1847, p. 278. 
22. E. SoHRÔDER, Vorlesungen ilber die Algebra der Logik, t. II, 
1891, p. 280-1. 

21-23, J. Hauber, Scholae logicO'math^nmticaey 1829. 
24-30, Jevons, Pure logic, a. 1864. 
Schrôder, Algebra der Logik, I, p. 381. 

§ 4- 

Le signe K signifie <^ classe ». 
» £ » « est un ». 

§5. 

Le signe / signifie « fonction ». Dans Tlntroduction et dans la 
V partie et suivantes on Ta changé en f . 

3. R. Dedekind. TTas sînd und loas sollen die Zahlen ? Braunsch- 
weig, 1888, n. 21 — 5. Id., n. 22 — 9. Id., n. 23 — 10. Id., n. 24 -y 
12-14. Id., n. 25 — 21. Id., n. 26 — 24. Id., n. 27 — 25. Id., n. 28 
— 26. Id., n. 29 — 28. Id., n. 31. 

Rivista di Matematica, 1891, p. 24-31, 182-184; a. 1893, p. 4, 5. 

9 — FormuL 
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NOTES SUR LA II PARTIE. 



6. EucLiDES {Opéra omnia^ edidit Heiberg, Lipsiae), VII, 16. 
8, 46. EucLiDES, II, 1. — Id. V, 1, 2. 

18-20. DioPHANTUfi, Arith, I, 9 : 
Afîv///ç kilt Xfî\i/^y zolXaLTtka.GiAd^eicoi^ noisl ijnoLpl^iv , Asl^piç ds éni i^Ttapl^tv, 
notai Xst-^iv, 

36. EuCLiDES, V, 16. — 37. Id. 18. — 39. Id. 12. -^ 40. Id. 22. — 
41. Id. 23. — 42. Id. 24. 

§3. 

7. EucuDES, IX, 11. — 8. Id. VIII, 13; IX, 3, 9. — 9. Id. VIII, 
11, 12; IX, 4. 

§4. 

4. EUOLIDES, II, 4. 

6. EUCLIDES, II, 9. 

7. EuCLIDES^ II, 5. 

8. JoRD. Nemorarius^ a. 1200 (V. M. Cantor, Geschichte d. Math., 
II, p. 59). 

47. DioPHANTUS, Arith. III, 22. — 48. Id. II. 8, 9. 
52. EuLER, Demonstratio theorenvi Fermatiani (Novi Comm. Petrop. 
t. V, a. 1760, p. 53-54). 

§5. 

24. EuCLiDES, V, 25. 

25. Chuquet, a. 1484 (V. M. Cantor, II, p. 322). 

§6. 
21. EuCLiDES, X, 42. — 22, 23. Id. X, 54-59, 91-96. 

§7. 

21-31. Mirifici logarithmorum canonis description ejusque tisus/iîi 
utraque Trigonometria, ut etiam in omni Logistica Mathematicay 
Amplissimiy Facillimi, et eœpeditissimi explicatio. Authoré ac Inven- 
torè lOANNE Nepero, Barone Menthistonii, etc. Scotq. Edinburgi, ex 
officiua Andrcie Hart, Bibliopôlae cio.dc.xiv. 

Pag. 20. . .. 
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Ex his praelibatis judicent eruditi quantum emolumenti adferent 
iilis logarithmi: quandoquidem per eorum additionem multiplicatio, 
per substractionem divisio, per hipartition^m eœtractio qz^adrata, per 
tripartitionem cubica, et per alias fa^ciles prostaphaereses omnia gra- 
ciera calculi opéra evitantur. 
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TABLE DES SIGNES 

(Intr signifie Introduction au Formulaire; I, II, III, indiquent les- 

parties du Formulaire, § le paragraphe, P la proposition.) 

Signes de forme spéciale, 

r\ et. Signe de la multiplication logique; on le place toujours entre deux 
propositions ou entre deux classes (Intr §6,§9;I§1;I§4 P3).. 

^ ou. Signe de Taddition logique; on le trouve toujours entre deux 
propositions (1§2P6) ou deux classes (I§4P4;. 

- non. On récrit devant une proposition (Intr § 9 , 1 § 2), ou d'une 

classe (Intr § 6 , 1 § 4 P5), ou d'un signe de relation £ , =- , etc. 
(Intr §30). 
o signe de la disjonction complète (Intr§8 , I§3 P24). Il ne figure 

pas dans les è)rmules de mathématiques. 
^^ la classe commune d; on le trouve devant une classe de classes. 

(V§lP9,Intr§21). 
^^ la plus petite classe contenant les] on le trouve devant une classe 

de classes (V § 1 PIO , Intr § 21). 
on déduit, entre deux propositions (Intr § 9 , 1 § 1). 
est contenu, entre deux classes (Intr§ 6 , I§4 PI). 
== est égal. Il figure entre deux individus, ou deux propositions (Intr § 9^ 

I § 1 P3), ou deux classes (Intr § 6 , 1 § 4 P2). 
A absurde ou rien (Intr §6,9,I§3P1,I§4 P6). 
-+- plus. On le trouve entre deux nombres réels (II § 1), ou imaginaires^ 
(II § 9 P5), entre un nombre fini et l'infini ou deux infinis (V §1 
P6, V § 3 P7), entre deux complexes du même ordre (Y § 4 P4), 
entre deux nombres cardinaux finis ou infinis (V § 5 P23-25 ^ 
VI§2P3;, ou entre deux nombres transfinis (VI§2P24,42)v 
on le trouve aussi entre des classes de ces nombres (Intr § 3). 

— moins. Voir H-. Le même signe, au-dessus d'une lettre, ou d'une- 

expression, est le signe d'inversion (Intr § 17, 27 , 1 § 5 P21). 
X niultiplié par. Il se place entre deux nombres réels (II § 2), ou îma^ 
ginaires (II §9)^ entre un nombre fini et l'infini, ou deux 
infinis (V§3P8), entre un q et un q^ (V§4P6), entre des 
nombres cardinaux ou ordinaux finis ou infinis (V § 5 P26-30 ^ 
VI § 2 P4, 26, 43). Il est en général sous-entendu. 



Table des signe» 135 



/ divisé pavj entre deux nombres. Voir y. Devant un nombre seul 
signifie le réciproque eie (Int § 22 , II § 2 P21). Dans les parties 
I-IV il a aussi la signification du signe f , 

j/ racine aHthmétique, Il se place devant un nombre positif (II § 6). 

j/* racines algébriques. Il se place devant un nombre réel ou. ima- 
ginaire (II §9 Pli). 

1 factorielle (III § 1 PaO, 31). 

> est plus grand que. Il se place entre deux nombres réels finis (II § 5), 
entre un nombre fini et Tinfini (V§ 1 P6 , §3 P7;, ou deux 
transfinis (VI § 2 P13). 

<[ est plus petit que. Voir > . 

j fonction. Voir f . 

' * Signes qui forment des fonctions (Intr § 21). Voir ^ S '-^ S Nc^, (i% etc. 

a^h j a~"& , a^b , a"* 6 intervalles de a à b, avec, ou sans les extrêmes 

(Intr§2, V§4P41t45). 
I Signe du produit intérieur de deux nombres complexes du même 
ordre (V§4P24). 

1 j Signe de la substitution de 6 à a (Intr § 28). 

co est semblable^ ou de la mOme puissance \ on l'écrit entre deux classes 

(VI§1P1). 
II deuxième classe de nombres transfinis (VI § 2 P27). 
I , f , I (Intr § 32-33). Ils ne figurent pas dans le Formulaire. 

Lettres grecques, 

A discriminant (IX § Il P7). 

£ est (Intr §6). 

6 l'intervalle 0^1 (Intr §2 , V§ 4 P46). 

t égal (Intr § 31 , 1 § 4 Pl.3-16 dans les additions). 

Tra, où aeN, signifie nombre non supérieur à a y et preyaler avec a 

(III §6 PU) (Notation adoptée seulement dans ce §). 
TT (dans la partie IX) est premier avec ; relation entre des alg (IX § 3 P4). 
n produit (Intr § 25 , II § 2 P43 , VIII § 1 P2). Voir S . 

2 somme (Intr §25). Si /"s qf Z,^, où me N , l"^ f = t^"^ f r indique 

la somme fl-\-„.-^fm (II§1P52); on a aussi l'expression 
%f ^ K^p f'^ ^^ § ^ ^^^)' Si w e q f N , 2 w est une nouvelle 
q f N (VIII § 1 PI). 2 est l'opération inverse de 2 (VIII § 1 P4). 

ça, où aeN, le nombre des tt a (III § 6 P12). 

$(m,n) (VI§2P47). 
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w le plus petit nombre transflni supérieur aux N (V § 5 P21 , VI § 2 P20). 
(dans la partie VI) le plus petit nombre transfini supérieur aux 

nonOn^es II (VI § 2 P37). 
(dans la partie IX) corps d'algébriques (IX § 4 PI). 
Q^ corps de (devant une classe d'alg) (IX§4P7,8). 
0^ corps de degré n (IX§6P4). 
fi norm corps nornuil (IX§4P23). 

Lettres latines. 

a. an (dans les citations). 

alg = N alg , nombre algébrique (IX § 1 P3). 

alg,j nombre algébrique d'ordre n (IX § 1 PIO;. 

alg dec algébrique décomposable (IX § 11 P24). 

alg id algébrique idéal (IX § 17 P31). 

alg pr algébrique premier (IX § 11 P26). 

alg^ algébrique par rapport à (1X§4P5 . 

A nombre algébrique entier (IX § 2 PI). 

B base (IX § 5 PI, § 10 P3). 

B irr base irréductible (IX § 10 P6). 

Bint base entière de (IX§6P7). 

c contient, est conséquence ; jamais adopté. Voir o . 

C fermé (clausus). On récrit devant un ensemble de q,^ (V § 7 PI). 

coeffo , coeflf^ , ... les coefficients d'une fonction entière (IX § 1 P19). 

conj conjugué, devant un alg ou une classe de alg (IX § 1 P12 , § 4 P16). 

conj' corps conjugué, devant un corps d'alg (IX § 4 P18). 

Connex connexe ; propriété des Kq^ (VI § 1 P22) 

Contin continue ; propriété des Kq„ (VI § 1 P24). 

contin continue'^ propriété des fonctions. 

cres = ci'esc croissante] propriété des fonctions (VII §2 Pli). 

cre&Q croissante, lorsqu'elle varie, propriété des fonctions (Vil §2 P12). 

D {a,b) le plus grand diviseur commun des nombres a et b (III § 3 Pi). 

D dérivé] on récrit devant une Kq„ (V§5P1). 

jy dérivé à droite (V § 5 P41). 

D^ dérivé à gauche (V§5P42). 

Def, ou def, définition (Intr§36 . 

dec = decr décroissante] propriété des fonctions (VII§2P13). 

deCo décroissante, lorsqu'elle varie] propriété des fonctions (VII § 2 P14). 

Det le déterminant des] on Técrit devant une qf(Z^,ZJ. 

e base des logarithmes naturels (VII §4 Pli). 

E extérieur à (une Kq^) (V § 6 P2). 
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Elr a? , où ce s q^ , et »• c Z^ , signifie T ?'*^^'»* élément du nombre com- 
plexe X y ou sa r^^"^" coordonnée (V § 4 P32, dans les additions). 

eq est équivalent à, relation entre deux idéaux (IX. § 17 PI). 

Exposants aux nombres (II §3); aux signes de fonction (I§ 5 P15- 16, 
30-31); aux nombres transfinis (V§5P27-30). 

f fonction. Il figure toujours entre deux classes; à droite on a Ten- 
semble des valeurs de la variable itidépendente, à gauche 
l'ensemble des valeurs de la fonction. Dans les parties I-IV 
on l'a écrit sous la forme / (Intr § 23 j J § 5). 

ford correspondance ordonnée (VI § 2 P8), 

G (dans la partie IV) grandeur, 

G (dans la partie IX) fonction entière (ganze) dont les coefficients sont 
entiers, le premier positif, et sans diviseur commun (IX § 1 P2). 

G^ = G de degré n (IX § 1 PI). 

G irr = G irréductible (IX § 1 P7). 

G,,irr -= G^ irréductible (IX § 1 P6). 

grad degré (gradus) d'une G (IX § 1 P13). 

H^ idéal principal de (un corps) (IX § 12 PI 5). 

Hp Hypothèse, 

\^\f~L (II §9). 

I intérieur à (une Kq^) (V § 6 PI). 

id^ idéal de (un corps) (IX §12 PI). 

id pr idéal premier (IX § 14 PI). 

Indices aux signes o , =- (Intr § 13-18) ; à une classe de nombres 

(III § 5 P37). 
Intr = (Introduction au Formulaire). 
Inversion, Voir — . 
K classe, on clause de (Intr §2). 
K bord classe bien ordonnée (VI § 2 P9). 
K ord classe ordonnée (VI § 2 P7). 

K ord^ classe ordonnée selon n dimensions (VI § 2 P38). 
L limite (d'une KqJ (V § 6 P3). 
r limite supérieure (d'une Kq) (V § 3 PI , 5). 
1^ limite inférieure ( » ) (V§3P1', 5'). 
lim limite (d'une fonction) {VII § 1 Pl-3). 
Lettres variables (Intr § 13). 

Log logarithme dans une base quelconque (II § 7 P21). 
log logarithme naturel (VII § 4 PI 2). 

m (a , 5) le plus petit commun multiple des nombres a et b (III § 4 PI), 
m voir mod . 
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max le plus grand des\ il précède une Kq (V§2P1, 17). 

ined moyen (V § 7 P21, 23). 

Med moyen, dans une autre signification (V § 7 P31, dans les additions). 

min le plus petit des\ il précède une Kq (V§2P2, 18). 

min^ 16 , miUg w , ... le premier, le deuxième ... des nombres u, ordonnés 

suivant leur grandeur (III § 5 P35-36). 
mod = m, le module de\ il précède un nombre réel (II § 1 P41-43) ^ 

ou imaginaire (II§9P7), ou complexe d'ordre quelconque 

(V§4P9). 
Mod module] système de nombres algébriques (IX §7 PI). 
Mod prop (IX § 8 P64). 
Mod fin, Mod fin^ (IX § 10 PI, 7). 
mp (a , b) l'exposant de la plus grande puissance de a contenue dans h 

(III § 5 P19). 
N nombre entier positif (Intr § 2). 
n noînbre entier (Intr § 2 ^ III § 1). 

Nq nombre entier positif ou nul (Intr § 2 , III § 1 P34). 
Np nombre premier (III § 5 PI). 
N alg == alg nombre algébrique (VI § 1 P8). 
Ne nombre cardinal ou puissance (VI § 2 PI , 2). 
Ne* puissance de (une classe) (VI § 2 PI , 2). 
N trasf 7iombre transfini (VI § 2 PIO , 11). 

norm la norme de (un nombre algébrique ou un id*) (IX § 1 P18, § 12 P5). 
num le nombre des (Intr § 19 , V § 1 PI , 2 , 4). 
P proposition. 

Pp proposition primitive (Intr § 44). 
P = pag page (dans les citations). 
Points et parenthèses (Intr § 10). 
Pi principe d'induction, seulement dans IV. 
pd proportionnalité directe » * • 

pi » inverse » 

Puissance voir Exposants, 
Q nombre réel positif (Intr § 2). 
Q<) nombre réel positif ou nul (Intr § 2). 
q nombre réel (Intr § 2). 
q' nombre imaginaire (II § 9 P3). 
q^ nombre complexe d'ordre n (V § 4 PI , 2 , 3). 
quot (a , b) le quotient de la division de a par b (III § 2 PI). 
R nombre rationnel positif (Intr § 2). 
r nombre rationnel (Intr §2). 
Il(&,a) (IX§9P3,4). 
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rappr<6,a) (IX §9 PI). 

rest (a , b) le reste de la division de a par b (III § 2 P5). 

S est suivi par. Ce signe se présente seulement dans VI § 2. 

sim univoque et réciproque ; propriété des fonctions (Intr § 26 , 1 § 5 P22). 

Sim semblable] id. (Intr § 6 , 1 § 5 P34, dans les additions). 

t. tome (dans les citations). 

Ths ou Ts thèse. 

Tn, Tr, Tq théorie des ^nombres entiers, des nombres rationnels j des 

nombres réels. On trouve ces abréviations seulement dans la 

IV partie. 
Tyn typ^ ordonné à n dimensions (VI § 2 P39-41). 
U nombre algébrique unité (IX § 2 P7). 
V vrai ou tout. Ce signe n'est pas adopté. Voir a. 
V. ou V. voyez (dans les citations). 
Y^ classe bien ordonnée des nombres tr ans finis non supérieurs à ex, 

(VI § 2 P16, 21). 
Z,n , OÙ m £ N , désigne l'ensemble des nombres 1,2,. ..m (Intr §2, II §1 P51). 
'^{PjÇ.)) ^^ PyQ^^y P'^Qj désigne Tensemble p,p-^l, ... q 

(Intr § 2 , II § 1 P56). 
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NOTATIONS 



DE 



LOGIQUE MATHÉMATIQUE 



Introdiiction, 

§ 1. Leibniz a énoncé, il y a deux siècles, le projet de créer une 
écriture universelle, dans laquelle toutes les idées composées fussent 
exprimées au moyen de signes conventionnels des idées simples, selon 
des règles fixes. Il dit: « Ea si recte constituta fuerint et ingeniose, 
scriptura haec universalis aeque erit facilis quam communis, et quae 
possit sine omni lexico legi, simulque imbibetur omnium rerum fnn- 
damentalis cognitio (*). » 

A la solution de ce problème a contribué d'abord le développement 
de récriture algébrique, qui s'est beaucoup perfectionnée après Leibniz, 
Au moyen des signes -f- , — , = , > , etc., des parenthèses, et des 
lettres de l'alphabet, elle permet d'écrire en symboles quelques propo- 
sitions. Mais ce qui a le plus contribué à la solution du problème, c'est 
la nouvelle et importante science qu'on appelle Logique mathématique, 
et qui étudie les propriétés formelles des opérations et des relations de 
logique. Cette science a été cultivée dans notre siècle par Boole, 
Catley, Clifpord, Delboeuf, De Morgan, Elus, Frege, Grassmann, 
GiiNTHER, Halsted, Jevons, Liard, Macfarlane, Me CoLL, Nagy, 
Peirce, Poretzky, Venn, et par beaucoup d'autres, dont on trouvera 
le nom dans le livre de M. Schrôder, Algébra der Logik, ouvrage qui 
contient tout ce qu'on a publié sur cette branche des Mathématiques. 

Par la combinaison des signes d'Algèbre et de Logique, on peut 
exprimer en symboles des propositions toujours plus longues et plufî 
complètes, et le résultat auquel on est arrivé dans ces dernières 



(*) Disserôatlo de arle combinatoria^ Lipsiae, 1666, n. 90. 
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années, est qu'on peut représenter toutes les relations de logique 
avec peu de signes, ayant une signification précise, et assujettis à 
des règles bien déterminées. En conséquence , eu introduisant des signes 
pour indiquer les idées de l^Âlgèbre^ ou de la Géométrie, on peut 
énoncer complètement en symboles les propositions de ces scîencea. 
Maintenant une Société de Mathématiciens publie un formulaire qui 
se propose de contenir tontes les propositions connues sur certains sujets 
de Mathématique, Ce formulaire, écrit entièrement en symboles, est 
publié par la Rivuta di MafemaUca. Ont déjà paru les formules de 
logique, de l'algèbre éléraentaircj de T arithmétique, la théorie des 
grandeurs, la théorie des ensembles de points, et sont sous presse ta 
théorie des limites, des séries, des fonctions continues, des dérivées, etc. 
Nous nous proposons ici d^expliquer les notations et les lois de 
cette écriture symbolique. 

Classe», 

% 2, Nous écrirons K au lieu du mot < Classe», ou ensemble quel- 
conque d'objets» Ou indique par des signes les classes qui ont quelque 
importance dans une science. Voici les signes adoptés jusqu'à présent 
dans le Formulaire: 

N ^niiie nombre entier positif- 

Bt » nombre entier (positif, nul, ou npgati^. 

H^ * nombre entier positif ou nu). 

B % nombre rationnel positif* 

T » nombre rationnel. 

Q » nombre réel positif (quantité)* 

q » ,. nombre réel. 

% 9^ nombre réel positif ou nul> 

q* * nombre imaginaire de la forme x-^yy — 1 » 

q^i * nombre complexe d'ordre m. 

Np * nombre premier» 

Si m est un N, Z^^ ou Zm représente Tensemble des nombres 
1,2, ...m. 

^i p et q sont des N , et p<iq}^{pjq) représente l'ensemble des 
nombres p,iïH-l,j>-h 2, .„ q. 

Si a et & sont des q^ a^b représente l'ensemble dos nombres réels 
compris entre a et b^ c' eat-i5t-dire V intervalle de ahb ^ y compris a et 6^ 
a^b représente le même intervalle sans les extrêmes^ «""& et a*^ b 
indiquent le même intervalle, en excluant a et comprenant 6, ou réci- 
proquement. 
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Avec la lettre 6 on désigne Tintervalle 0^1. 

On peut regarder ces signes comme des abréviations des mots 
qu' ils représentent. Mais ils ont une utilité plus grande que celle de 
l'abréviation, qui est d'être dépourvus de toute forme grammaticale; 
-on pourra donc les grouper selon les règles qui vont suivre, et on les 
lira avec la forme grammaticale qu'exige la langue dans laquelle on 
traduit les formules symboliques. 

Si le signe K est seul, il signifie simplement « classe »; mais s'il 
•est écrit en avant d'une classe donnée u , l'écriture Ku signifie « classe 
de w » . Ainsi Kq signifie « classe de quantités réelles » ou < ensemble 
•de points sur une jroite ». (Voir § 29). 

§ 3. On peut d'abord combiner les signes qui représentent dés classes 
•de nombres, par les opérations algébriques, en convenant que si, dans 
une expression algébrique fx , qui contient en un seul lieu une lettre 
variable a?, on substitue k x le nom d'une classe u, l'expression fu 
Indique l'ensemble des valeurs que prend /a?, lorsque x prend toutes 
les valeurs de la classe u. Ainsi: 

2N signifie nombre pair positif. 

2n » nombre pair. 

2N-hl » nombre impair supérieur à l'unité. 
2 N — 1 , ott 2 Ng-f- 1, signifie nombre impair. ♦ 

« N* signifie nombre carré. * 

5« » les puissances de 5 

— Q » nombre réel négatif. 

Si a est jm N, N X ^j .o^ Na signifie « les multiples de a »'. 
N« « les puissances a'*">®« » ; a^ c les puis^nces de a » , 

Si a est un q, a h- Q signifie € nombre plus grand que a» ; a — Q si- 
gnifie « nombre inférieur à a » ; a -h Q^ « nombre supérieur ou égal à a » , 

§ 4. On peut faire une convention analogue pour les fonctions de 
deux ou de plusieurs variables. Soit fix,y) une expression qui con- 
tient dans une seule place la lettre a?, et dans une seule place la lettre 
y. Si au lieu de x on substitue le nom d'une classe u^ et au lieu de 
y le nom d'une classe v, f{u,v) indique l'ensembla des valeurs que 
prend f{x,y) lorsque x prend toutes les valeurs de la classe Uy et y 
celles de la v. Ainsi N^-+-N^ signifie « l'ensemble des valeurs que 
prend l'expression x^-hy^^ lorsque x et y sont des entiers positifs », 
c'est-à-dire « les sommes de deux carrés ». Il faut bien distinguer 
N* -H N* de 2 N*, qui représente les doubles des carrés. 
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N/N signifie * le rapport de deux nombres entiers > c'est-à-dire 
« nombre rationnel »- 

(l-f-N) X (1 '^^) signifie « les nombres reetang^ulaires >, 
Kons avons supposé qne Texpression considcn^e contienne dans une 
seule place la lettre variable x. Si l'expression contient plusieurs fois 
le Xj comme la x- — Bx^ et si au lieu de a: on écrit p._e, N^ on 
obtient N^ — 3N qui représente T ensemble des valeurs que prend 
l'expression x^ — 3^j lorsque x et p sont dm entiers positifs, c'est-â- 
direj les résidus quadratiques de 3» On verra dans la suite (§ 28) comment 
on indique l'ensemble des valeurs qu' acquiert une fonction quelconqjie 
d'tme variable. 

§ 5, On peut appliquer la même convention à la Géométrie» Il faut 
pour cela avoir k notre disposition des opérations géométriques, ana- 
logues à celles de rAigèbre, Or, Mobius avec son Calcul harycentr'ique^ 
BellavttiSj dans la Méthode d-eê équipoUeiices^ Gkassmanx dans sa 
Science de Vexteiision (Atisdehnung&lehre), Hamilton' dans les Qua^ 
tef^niom^ De Saint Venant^ Chelint, etc., ont créé une nouvelle branche 
des Mathématiques^ qu*on peut appeler Calcul géométrique. Cette 
science plus puissante que la Géométrie analytique, qui n^est qu^un 
cas particulier, exécute les opérations tout de suite sur les êtres goomé^ 
triques j sans passer par les nombres qui les déterminent. Les calculs 
algébrique, géométrique logique, o^t des opérations analogues, mais 
assujetties â des règles particulières à chaque espèce de calcuh * Les pro- 
priétés des symboles qui se rapportent aux quatemions » , dit M. Tait (*) 
« nous rappellent les symboles électLfë de la logique, tels qu'ils sout donnés 
dans le Traité admirable de Boole: Ofi ike Imm of tkought. La simi- 
litude frappante de ces deux systèmes de symboles, types de procédés 
qui sont au fond les mêmes, nous suggère la remarque qu'après tout, 
il n'y a qu'une science unique dans TAnalyse mathématique^ ayant 
diverses branches, mais employant dans chacune d'elles les mêmes 
procédés. Par Tune de ses branches, cette science nous dévoile les 
mystères de la Géométrie de position, hors de la portée du raison- 
nement géométrique ordinaire ; par l'autre, elle permet au logicien 
d'arriver à des vérités de déduction auxquelles il n'aurait jamais pu 
atteindre sans le secours de l'instrument des formules, > 

Faisons seulement usage de la théorie des vecteurs, qui est la partie 
élémentaire commune à tout calcul géométrique. 



(*) QHatê^-fiion^, traduit par Px-Aiia. Paris, 1882, p. 81, 
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^i u et V mnt des vecteurs non parallèles, 
qtt signifie vecteur parallèle à u. 
qttH-qi? » vecteur complauaire avec u et v. 

Si a est un point^ 

a -h qii signifie droite qui passe par o et a la direction de u, 
a -\- qiiH-qv )> plan qui passe par a^ et est parallèle aux 
vecteura u et v. 

Relations et opérationB sur les clctêses, 

§ 6, Toutes les relations et les opérations de logique s'expriment 
au moyen des signes 

qu'on peut prononcer 

est, contient, est contenu^ est égal, et, ou^ non, tout^ rien. 

Les signes c et v sont ici mentionnés par symétrie j car ils n^ont 
aucune utilité pratiqae. La corrmpondance entre les signes et les mots 
n'est pas totyoars exacte. Voici les valeurs de ces signes. 

Soit a une classe. Alors x^a représente la proposition singulière; 
* X est un individu de U classe a », ou « a; est un a * , Le signe e est 
l'initiale du mot écru 

On écrira x^y^ZBa^ au lieu des propositions xà a^ V ^^^ xa a^ et 
dans ce caâ le signe € signifie * sont ». 

Si a et ^ sont des K j on peut écrire bQa pour indiquer la pro- 
poeitioo * la classe h contient la classe a ». Le signe c est T initiale 
du mot contient. Mais on exprimera toujours la même proposition en 
écrivant a o & , qu'on lit * la classe a est contenue dans i» 3^ , ou * tout 
a est ^ » , 

a^h signifie * les classes a et & sont identiques », c'estâ-dire * tout 
a est &, aoh^ et tout h est ce, hùa »* 

a ^ & , ou simplement ah , représente la classe commune aux a et &• 

a^hj représente l'ensemble de^ individus qui appartiennent k Tune, 
au moins, des classes a et h, 

- a représente la classe des * non a » , Ainsi h-a signifie * les & 
qui ne sont pas des a * , 

Parmi les classes il faut aussi considérer la cla^e nulle, ou rien, 
indiquée par a, et qui dans la Logique mathématique a le même rôle 
que le dans PAlgèbre. Ainsi a^b = x signifie * nul a est 6 » * La 
lettre a est l'initiale renversée du mot vraL 
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§ 7. Exemples, 

9 £ N* * 9 est un carré » » 

13£Îir*-hN* * IB est la gomme de deux carrée ». 

3, 5, 7 f Np « 3j 5, 7 sont dea nombres premiers *. 

7=^ D 8 N + 1 « toute puissance de 7 e»t de la forme S as + 1, 

où iï^' est an N. 
2Nn3N=^6N «les multiples communs de 2 et de 3 sont les 

multiples de 6 ». 
K^p ^ (3 ^ N) 6 N + 1 * les nombreB premiers aupérieurs à 3 

ont la forme 6N + 1 », 
(In- N)*** û 1 1 N w (1 1 N -h 1 ) ■ les puisfiances dixièmes des nom* 

l>r«8 supérieurs à Tunité sont de la forme 

UN, oïi llN^l .. 
4Nv^6No2N fies multiples de 4 et les mïUtiplesde 6 sont 

des multiples de 2 »• 

Dans cet exemple le sig^ne \^ correspond au mot et 

N* *- (3N — 1) =A * il n'y a pas de carrés de la forme 3 N — 1 » , 

Kp'^(4N-Kl)oN*H-N* * les nombres premiers de la forme 
4 N H- 1 sont la somme de deux carrés » , 

ifp^(4N — l)^(N*-hN*) = A * des nombres premiers, de la 
forme 4 N ^ 1 , et sommes de deux carrés, 
n^êxi&tent point *. 

Np = (l-^^)-[(l-)_N)X(l + ^)] ■ l^ss nombres premiers 
êont les nombres supérieurs à T uni té, et 
qu'on ne peut pas décomposer dans le pro- 
duit de deux nombres supérieurs à Tunité * * 

Si a est N , a/N représente Fenserable des nombres entiers et fi'ac- 
tionnaires a, a/2j a|3, a/4, ... Pour indiquer ■ les nombres entiars di- 
viseurs de a » on écrira N ^ (ajN), 

Propriétés dès opérations de logique, 

% 8< Les opérations indiquées par les signes o et ^ s'appellent aussi 
multiplication logique ^ et addition logique] elles ont toutes les pro- 
priétéa des correspondantes opérations algébriques, «t maintes autres, 
dont voici les plus importantes. 

Les lettres a, ï>, c, ,., désignent dea classes, ^ 

1, a^^b ^^b^^ a 1\ a^6 = &wa, 

Ora identités expriment la propriété commutative de la multipli- 
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cation et de T addition logiques. * Transpoaitio litteramm la eodem 
termino nihil mntat, nt ab coincidet cnm ba » Leibniz (')- 

*Les opérations o et ^^ sont donc asBOciativê», 

3. a{b^€) ^ab^jac 3', a '-^ (bc) =^ (a w ô) (a w {j) , 

Ces formules expriment que la multiplication logique est dUtri- 
hutive par rapport à TadditioUj (comme a {b -j- c) = a^ -h ac)', et que 
TadditiQn logique est distributiTe à Tégard de la multiplication^ pro- 
priété qui n'a pas la correspondante en Algèbre, 

4. aa ^ a 4\ a '^ a = a . 

Cette loij appelée par Jevons * the law of eimplicity », n'a pas 
de correspondante en Algèbre, Elle rend le calcul logique beaucoup 
plus simple que le calcul algébrique, * Eepetitio qjusdem litterm in 
' eodem termino est Inutilis * Leibkiz, 

5. - {- a} = a , 

deux négations font une afJQrmation, 

6. -(ab)^{~a)'^{-b) ^\ - a^b}^{~a)(--b) . . 

* La négation d'un produit est la somme des négations des facteurs; 
la négation d'une somme est le produit des négations des term^ » . 
Ces curieuses propriétés de la négation sont dues à Aug. De Morgan, 
(Camibridge Phi!* Transactions^ 1858}^ qui les a explicitement énoncées^ 
car elles sont implicitement connues h tout homme qui raisonne bien* 
On *dédiiit que des deux signes o et o F un s'exprime au moyen de 
TautiB et du signe de négation, Ainsi au lieu de a^b on pourrait 
écrire - [(- a) (- b)]. ^ 

7. v = ^A 7'. A = -v 

9. a'-^A^A 9'* a^v^y 

IOp a ^ - a =^ a 10 - a^^a^^ V t * 

Des formules 8 et 8' résulte que a et v sont les modules des opé- 
rations ^ et o , 

IL ar,boa, 11', aoaoft. 

De la combinaison de ces formules, on en déduit beaucoup d ^autres, 
qu'on peut lire dans le traité de M. SchrôdeEj ou dans le Formulaire 
publié par la Mimsta di Matêmatica^ première partie. 



(•) LEiBNiTii, Opéra Philosophica^ J840, p. 98, 
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Noua nouB limiterons à énoncer la loi de dualité , par laquelle 
chaque identité entre classes^ composée par les signes 

ae transforme en une nouvelle identité, si l'on renverse tous ces signes, 
c'est-à-dire ai on les substitue par 
= ,c^a,^,-^,-^v^A. 

Ainsi de la 1 on obtient la l', de la 2 la 2', etc. La 5 se transforme 
en elle-même, ' 

L'intéressante théorie des opérations et des relations de logique a en- 
core une nouvelle utilité, car il y sl des opérations et des relations ap- 
partenant à des branches tout-à-fait différentes des Mathématiques, qui 
ont les mêmes propriétés* Par ex. soient a , & ... des N; à la formule 
aob attribuons !a signification * a est un diviseur de b »; à la ao6 
la signification « le plus grand commun diviseur de a et & »; à la 
a-'^b * le plus petit commua multiple »; et que a représente l'unité. 
Alors subsistent toutes les formules de logique , contenant seulement 
les signes = , o j -- , -j , a , et elles deviennent des propositions de la 
théorie des nombres* On pourrait au signe v attribuer la signification 
de ]' OBj en convenant que tout nombre soit diviseur de 1' oo. En consé^ 
quence toute proposition de la théorie des nombres , contenant les mots : 
« est diviseur *, « est multiple », c plus grand commun diviseur », 
« plus petit commun multiple », se transforme dans une autre, en 
échangeant le premier mot avec le deuxième, et le troisième avec le 
quatrième» 

Kous avoua déjà dit qu'on peut exprimer l'opération o , somme lo- 
gique, au moyen des opérations ^^ et - , (multiplication et négation). 
Quelques Auteurs ont encore introduit un nouveau signe d'opération, 
qu'on peut représenter au moyen des précédentes, et qu'on appelle la 
disjonction complète» Si « et & sont des classes, on pose, par définition 
aoh=^a'-b-^b-'a. 

Le signe o correspond au latin aut; le signe o à vel. Cette opé- 
ration, commutativc et associative, a de curieuses propriétés. Voir le 
Formul. I, § 3, P24-30. 

Frojx)8ition8. 

§ 9, On adopte entre propositions les signes déjà expliqués entre 
classes avec la signification suivante. Soient a, 6 des propositions: 

aob signifie * de la a on déduit la .6 » ou « la 6 est consé- 
quence de la a ». La formule aob s'appelle une déduction; a en est 
l'hypothèse (par abréviation Hp), et &en est la thèse (abrégée enTs). 
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a = & signifie « de la a on déduit la 6, et réciproquement », 
a^by ou aby est Taffirmation simultanée des propositions a et b. 
a^b signifie « une au moins des propositions a et & est vraie ». 
-a représente la négation de a. 
A représente l'absurde. 

Pour faciliter l'écriture, au lieu de placer le signe de négation 
devant une proposition, on le place quelquefois devant le signe de 
relation. Ainsi a- = 6 signifie -(a = &), ou a est difilérent de b. Si a 
et b sont des classes, a^&- = A représente la proposition particulière 
affirmative « quelques a sont b » . 

§ 10. En mathématique on sépare les différentes parties d'une for- 
mule au moyen de parenthèses. Mais ces parenthèses rendent très com- 
pliquées les formules qui vont suivre. On arrive au même but au moyen 
de points. On écrira un point entre les signes d'une formule pour 
aviser qu'on doit unir ce qui précède le point avec ce qui le suit. Mais 
si l'une de ces parties contient déjà un point, on en écrira deux pour 
séparer les deux parties; etc. Donc, pour lire une formule décomposée 
par des points, on unira d'abord les signes qui ne sont pas séparés par 
des points, puis les groupes qui sont séparés par un point, puis ceux 
qui sont séparés par deux, et ainsi de suite. P. ex., si a, &, c, . . . dé- 
signent des signes quelconques, * 

a.bc j ah.c j ab .cd ' 

signifient a (bc) , (ab) c , {ab) (cd) , 

et la formule 

ab .cd: e ,fg .\hk A 

est équivalente à la 

\[{ob)(cd)][em]\{mi], 

qu'on peut aussi écrire avec les vinculums: 
ab cd e fghkh 

On voit donc que les parenthèses, les vinculums, et les points sont 
des notations équivalentes. 

Nous adopterons les points seulement entre propositions. 

Si en écrivant deux signes a et 6 l'un après l'autre, on obtient 
quelque chose aô, nous dirons que ab est une combinaison binaire des 
signes. Tel est le prodiiit ab des nombres a et 6. Une formule peut 
être obtenue au moyen de plusieurs signes combinés plusieurs fois par 
des combinaisons binaires; avec la suite de 4 lettres, par des combi- 
naisons binaires on obtient les 6 formules 
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aihcd j a:h,€d , ab .cd , a ,bc:â j cib ,c:d 



ou 



a[{bc)d] , a[b{cd)] , (o^?) (cd) , [a (&c)] f^ ^ [(a&) c] d 
et avec la suite de n-hl lettres, par des combinaisons binaires on 

obtient ^^ -^ — ^^ — - tormuleg différentes (*)- 

1 . 2 .., n 

On a fréquerament à considérer des combinaisons ternaires, c'est-à- 
dire une combinaison abc de trois signes a^ b^ e^ laquelle n'est pas 
décomposable en combinaisons binaires a . ôc , ou ab.c , car bc et ab 
n^ont pas de sîj^niiication. Telles sont les formules aH-&, «— &, a=^&, 
a v&, aD/>j.„ P* es. a>-& est une combinaison de troi^ signes, in- 
décomposable en combinaisons binaires; car les groupes a > et > & , 
n'ont pas de signification* Mais on peut réduire une combinaison ter- 
naire abc aux binaires^ en attribuant au groupe ah la signiûcAtion de 
* signe qui étant suivi de c produit cthc », et au groupe bc la signi- 
âcation * signe qui, en sniyant a, produit abc ». Alors on pourra dé- 
composer aob eu ao eîb , ou en a et o b. Par exemple ab ,oc signifie 
(ab) (p c) ou fab) oc, et ao^bc signifie (a o) (bc) ou a (bc). 
Par ex. étant « , & , *.. des propositions, 

a , b Cl d e'^^ f r. o:h^kol,o.7non 

signifie « si de a on déduit que de b on déduit c , et si de d on déduit 
e QM f ^ alors sr de A et fc on déduit Z , de m on déduira n » . 

En Analyse on n'a jamais des combinaisons quaternaires, irréduc- 
tibles aux précédentes. 

Mais si Ton regarde les combinaisons des divers ordres comme ir- 
réductibles, alors avec la suite de 4 lettres on peut former 11 grou- 
pements, dont 5 sont ci-dessus écrits j et les autres sont: 

a < bcd , abc , d , a.bc , d , cd) ^c , d , a .b *cd , abcd , 
ou 

a (bcd) , (abc) d ^ a (bc) d , (ab) cd , ab (cd) ^ abcd ; 

on nç connaît pas la formule qui donne le nombre des groupements 
qu'on peut faire avec la suite de îi -h 1 lettres. 

En Algèbre on a nu grand nombre de conventions pour suppiimer 
les parenthèses; nous ferons la suivante; 

Si a , 6 , c sont des propositions, en écrivant a& o c nous entendons 
a& , D c (de ab on déduit c\ et non a , 6 o c (la et est vraie, et de b on 



{*) Lucas, Théorie des nombres, 1891, pug. 149* 
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déduit c). La fofmule aohc signifie ao(hc) et non (ao6)c; et la 
ab = cd signifie (àb) = {cd) , et non aQ) = c) dj etc. 

En introduisant )es points pour séparer les parties d'une proposition, 
il fiiut abolir leur usage pour indiquer la multiplication a . & , qui 
s'écrira aô ou a X ^ ? ^t la division a : 6 , qu'on écrira a/&. 

§ 11. Exemples. 

afNp.o.(a — l)!-f-l£Na 

« Si a est un nombre premier, (a — 1) ! h- 1 est un multiple de a » 
(Théorème de Wilson). Ici les points décomposent la proposition en 
trois parties, hypothèse^ signe de déduction et thèse. 

a £ N . . a (a -+- 1) (a -h 2) £ 6 N 

« Quel que soit le nombre a, le produit a (a -h 1) (a -f- 2) est divisible 
par 6. » 

a , 6 £ q . . (a -f- &)^ = a^ -f- 2 a6 H- &^ 

« Si a et h sont des q^ on a l'identité écrite. » On ne peut pas 
écrire cette identité sans faire d'hypothèse sur a et & ; car elle subsiste 
encore si a et & sont des nombres imaginaires; mais elle n' est plus 
exacte si a et & sont des quaternions. 

a,&£Q.a- = &.o.(a-f- 6)/2 > Kâft 

« Si a et & sont deux quantités positives, différentes entre elles, 
leur moyenne arithmétique est plus grande que leur moyenne géomé- 
trique. » Les points divisent la formule en quatre parties; les deux 
premières constituent rHp. 

a3,y£q.o:a?y = 0. = .aî = 0.v^.y=0. 

« Étant X et y des quantités, si leur produit est nul, une au moins 
d'entre elles est nulle, et réciproquement. » Ici les : décomposent la 
proposition en deux parties; la première est composée de rHp, et "du 
signe de déduction; la deuxième, qui est la Ts, est une égalité logique. 
Si l'on prend les négatives des deux membres de la thèse, en appli- 
quant la règle 6' du § 8 on a: 

a?,y£q.o:a3i/- = 0. = .a3- = 0.y- = 0. 

N2^(N2h-N2)- = a 
« Il y a des nombres carrés, qui sont la somme de deux carrés. » 

N3r>(N3-hN3)==A 

« Il n'y a pas de cube, somme de deux cubes. » 



■^■^*j)e-xvK^itnë v,t jii'^^f^gummmi^^ 
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ayb,x,y s q.o: xA-y == a . x — y = h , = .a5==.(a-f-6)/2 . y=(a—b)l2. 
a5,y£q.o;aî*-i-y* = 0.==.aî==0.y==0. 

§ 12. Toutes les identités du § 8 subsistent si a , b, ... représentent 
des propositions quelconques. Maintenant nous avons le moyen d'écrire 
en symboles beaucoup d'autres propositions de logique ; nous en repor- 
terons ici quelques-unes des plus importantes. Dans ce qui suit, a, 6,... 
sont des propositions. Klles subsistent aussi, si a , 6 , ... sont des classes; 
mais alors les signes o et a entre les classes signifient « est contenu » 
et « rien », et les mêmes entre propositions signifient « on déduit », 
et « absurde ». [On peut même supposer que a, 6 , ... sont des N, en 
faisant la convention de la fin du § 8.] 

1. aob .o.acobc 1'. aob .0 .a^cob^c 

2. aob.cod.o.acobd 2'. aob.cod.o.a^cob^d. 

€ On peut multiplier les deux membres d'une déduction par une 
même proposition, et multiplier les membres correspondants de deux 
déductions. Ainsi pour l'addition. » 

3. aob .boc .0 .aoc 

Syllogisme. « Si de la proposition a on déduit la &, et de la b on 
déduit la c , alors de la a on déduit la c. » Si a , & , c sont des classes, 
cette proposition signifie « Si tout a est & , et tout & est c , alors tout 
a est c. » [Si a , 6 , c sont des N, elle signifie « Si a est un diviseur 
de &, et & un diviseur de c, a sera un diviseur de c. »]. 

4. ao6.aoc. = .ao&c 4'. aoc.boc. = .a^boc . 

Ces formules, dues à Me Coll. (*), sont très intéressantes. La 4 
permet de transformer l'ensemble de deux déductions ayant la même 
Hp en une déduction seule; la 4' transforme l'ensemble de deux dé- 
ductions ayant la même Ts. 

5. ao6.=.-6o-a 

« Si de a on déduit 6 , de - 6 on déduit - a , et réciproquement. » 

6. a = 6. = -a = -& 

Sont à noter les propositions suivantes, dues à M. Peirce, qui per- 
mettent de transporter un facteur du premier dans le second membre, 
et un terme du deuxième dans le premier d'une déduction: 



[*) Proceedings of the London mathematical Society y 1878, vol. X,p. 16. 
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7. a6oc. = .aocv^-& 

8. aob^c, = .a-'boc 

9. a6oc. = .a-co-6 

10. àb c^d , == ,a^ co ^b^d • 

On a 

11. aoA. = .a = i!. 

12. ao&. = .a-& = A. 

Cette proposition transforme chaque déduction en une égalité, dont 
le second membre est a. « Omne a est &, id est ... a non b est non 
ens » Leibniz (*). 

Donc on peut se passer du signe o. Si on le supprime, selon Boole, 
il y a une plus grande symétrie dans quelques formules; mais elles 
se présentent sous une forme trop différente de celle du langage or- 
dinaire. En suivait Peirce, Schroder, etc., nous le conservons. 

Remarquons encore la formule 

13. ao.6oc: = .a5oc, 

« affirmer que de a on déduit que de b on déduit c , c'est comme af- 
firmer que de ab on déduit c » (**); cette formule transforme une pro- 
position contenant deux déductions en une qui contient un seul signe 
0, et réciproquement. Nous appellerons importer Thypothèse a, le pas- 
sage du premier au second membre, et exporter Thypothèse a le passage 
inverse. 

Comme exemple de ces transformations, si a , 6 , c sont des q, on a: 
a) ac = 6c.c- = 0.o.a = 6. 

Transportons le deuxième membre dans le premier (prop. 12); on a 
h) ac = &c.c- = 0.a- = 6. = A. 

Transportons le premier ou le deuxième facteur; on a les deux 
propositions 

c) a- = b.c- = 0.o.ac- = bc, 

d) ac = &c.a- = &.o.c = 0. 

Si dans la b) on transporte deux facteurs dans le second membre, 
on a les trois formules 

e) ac = &c.o.a = &.v^.c = 0. 

f) a- = &.o.ac- = &c.v^.c = 0. 

g) c-==0.o.a = 6.o.ac-=6c. 



n Ib., p. 102. 

(*•) Peirce, On ihe Algebra of Logiky AmericaQ Journal of Mathematics, 
III (1881), p. 24. 
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Exportons la c - = ; on a encore 
h) c- = 0.o:ac = 6c.o.a = 6, 
et de ridentité a = 6 . o . ac = &c , on déduit 

i) c- = 0.o:ac = 6c. = .a = 6, etc. 

Lettres variables, 

§ 13. Nous ferons encore les remarques suivantes sur le signe de 
déduction. En général les propositions contiennent des lettres indéter- 
minées, X, yy z , que nous écrirons d'ordinaire en italique. Les lettres 
indéterminées représentent, selon les cas, des nombres entiers, des 
nombres réels ou imaginaires, des points, des lignes, des classes, des 
propositions, etc; et il convient, la première fois qu'une lettre indéter- 
minée paraît dans une formule, d'écrire ce que Ton veut qu'elle repré- 
sente; ainsi la première fois que dans une formule paraît une lettre 
indéterminée x , elle paraîtra toujours sous la forme x aa, où a est 
une classe bien déterminée ; p. ex. «fN, x £ q , xeq' , xaK , etc. 

Font exception à cette règle les formules dans lesquelles figure une 
lettre variable; mais telles que leur valeur ne dépend point de cette 
lettre. Ainsi, étant fx une fonction de ce, les expressions 

et d'autres, qu'on trouvera dans la suite (§ 17), ne dépendent point de 
la lettre x , qu'on peut substituer par y , z , ... sans en changer la 
valeur. Dans ces formules il n'est pas nécessaire d'expliquer la signi- 
fication de Xy car cela est déjà dit dans la formule même. 

§ 14. Si a et 6 sont des propositions contenant des lettres indé- 
terminées x^ 2/,... c'est-à-dire, sont des conditions entre ces lettres, la 
déduction aob signifie : « quelles que soient les valeurs de Xy y , . , . 
pourvu qu'elles satisfassent à la condition a, elles satisferont aussi à 
la condition h ». Ainsi on interprète toutes les propositions du § 11. 

Mais quelquefois on a les deux propositions a et 6 qui contiennent 
deux groupes de lettres variables, Xy y , ... et u, v , ...; et l'on doit 
dire que Uy Vy ... sont tels, que, quels que soient a?, y, ..., si la 
condition a est vraie, la b est aussi vraie. Alors on écrira 

aox, y, ... b 
en écrivant, au pied du signe o, les lettres par rapport auxquelles on 
feiit la déduction. La proposition aox, y, ... b est une condition entre 
les lettres u y v y ... qu'on ne trouve pas indiquées, et elle est indépen- 
dante des lettres x, y y ... qui figurent comme indices. 
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On écrit les mêmes indices au signe = ; ainsi a =x, ^ & signifie 
a Oa?, y & . & o^r, 2/ a ; la a =a?, 2/ A Signifie * il n'y a pas de valeurs de 
X et y qui satisfont à la' condition a ^\ et sa négation a - ^=^-^ y a si* 
gnifie « il y des valeurs de a? et ^ qui satisfont à la condition a * . 

Exemples. L'équation ax^ -f- te -h c = contient quatre lettres a , 
&, c et a?. Pour indiquer « quel que soit le nombre réel x^ cette équation 
est satisfaite j!>, on ne peut pas écrire 

a? f q . . ax^ ^hx-^c = , 

car elle signifie « quel que soit le nombre ic, et quels que soient a ^ 
h j c Téquation est satisfaite ». On écrira donc a? f q * Ox * ctx^ -hbx-\- c^ 
qui signifie « les a^ b, c sont telles que, quelque soit x^ l'équation 
est satisfaite » . On ^déduit, si a , & j c sont des q , que a = & = c = ; 
donc : 

a,6,C£q:a?£q.o^. ax^ -h6x-hc = 0:o*a = 6 — c = . 

Soient p ^^ ,p ,q' des q'. La proposition « les équations x^-^px-hq=0 
et x^ -\-px -h gr' = 0, ont nne racine commune » est une coudition enti^ 
P ^9. jP jq\ indépendante de la lettre x ; T Algèbre^ par Télimination^ 
montre comment on peut énoncer cette môme proposition sans écrire 
la lettre x ; *et l'on a : 

Pjq^Pjg^a(^.O.\xa((,x^^px-\-q=0.x^ -\-px H- ^' = * 

a ,& , cen.o ,\x ,yen*ax^hy = c.~ ^^^yX : =^ .es ny^Dta^b). 

« Si a,* 6, Cj sont des nombre entiers, la condition nécessaire et 
suffisante pour que l'équation ax -hby = c soit satisfaite par des va- 
leurs entières de a? et z/ , c'est que c soit un multiple du plus grand 
commun diviseur de a et &. » 

a £ 1 -hl^ : X £ 1 -h'N . x^ ^ a . a £ 1^ X. X - =-«; Aïo.as Np, 

< Si a est un nombre supérieur à l'unité, et s'il n'y a pas de nombre 
X, supérieur à l'unité, dont le carré soit moindre ou tout au plus égal 
à a, et qui divise a, alors a est un nombre premier* » 

§ 15. Comme en Analyse on regarde comme des fonctions d'une va- 
* riable x, même les expressions qui ne contiennent pas x^ ou qu'on peut 
réduire à ne contenir le x, ainsi dans nos recherches il se pi'é sente 
des propositions qui ne contiennent pas de lettres indéterminées. Si 
a et 6 sont des propositions qui ne contiennent pas des lettres indé- 
terminées, la déduction aob signifie toujours ^ si a est vraie, b 
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est aussi vraie », c'est-à-direj ou a est vraie et h est vraie, ou a est 
fansse et b est vraie, ou a est fausse et h est fausse^ et Ton exclut le 
Beul cas « a ^t vraie et b est fausse ». P, ex. conaidérons la propo- 
sition 

a fh j a' jb' a q . a"^ b , a' > b\ * aa' -h bb* ^ ab' -\- a'b , 

Faisons a ^ 2 , & = 1 , a' = 2 , &' = 1 ; on a : 

l,2fq,2>l .o.5>4 

dans laquelle THp et la Ts sout vraies. Faisons a = l ^b = 2 jU' = 1 ^ 
5' = 2 j on a : 

l,2tq,l>2,o.5>4 , 

dans laquelle l'Hp est fausse, et la Ts vraie. Faisons a=l ^b^2 , 
a' = 2,6'= 1 ; on a; 

l,2£q.l>2,2>l.û.4>5 

dans Jaquelle THp et la Ta sont ' Élusses. Le deuxième cas est aussi 
un exemple de la proposition très connue, que d'IIp fausses on peut 
tirer des conséquences vraies. 

Remarquons que dana le troisième exemple nons n'affirmons ni que 
1 > 2 j ni que i > 5 ; nous affirmons seulement la déduction de la Thèse 
de l'HypottièsGj laquelle déduction est juste, bien que l'Hp et la Ts soient 
ikusses* En général lorsqu'on dît aob on n'affirme ni la vérité de o, ni 
celle de bf mais seulement une relation , o , entre a et b. Et lorsqu'un dit 
au .boc on n'affirme ni a^ ni bj ni c, ni &oc; rafïirmation est con- 
tenue dans le sig^ne de déduction principal^ c'est-à-dire celui qui a, à 
Tnn des côtés, le plus ^a.nd nombre de points. Bien que cela soit très 
simplCj il est curieux de noter combien d'hommes se trompent sur la 
signification des propositions conditionnelle. 

Si la proposition a ne contient pas de lettres indéterminées, la for- 
mule a = A signifie - a; la a - = a signifie a. 

§ 16. Nous avons vu comment les mêmes signes =, o, '^^ ^j -^ a 
représentent des relations et des opérations entre propositions et entre 
classes. On peut déduire la deuxième signification de la premièi-e. Soient 
a, h des K. On a: 

1, aob. = ixia .Oa^'Xfb. 

« Affirmer que la classe a est contenue dans b , signifie que, quel que 
soit œ j s'il est un a , il est aussi un b ». 

2. œ £ a^> b , ^ . X £ a . X £ b ^ 
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* Affirmer que x est un individu de la classe a^-b, signilie qn^U 
est uu et et qu'il est xm h * . 

3. X £ a '^b > ^^ , X £ a ."^ . X ^ b , 

4. X £^a . ^^ .x-^ a . 

5. a=^A.= ;£C£a. =ic a . 

Od peut remarquer ici la différence des propriétés des signes i et o. 
En eflfet la proposition 3 cesse de %^aloir, si âu lieu de £ on écriÉ 0] 
car on a to^^ours 

xoa ^^. X ob .0 .^0 a-^b 

mais la réciproque n'est pas vraie. On a par exemple 

n*^Dl3nw(lBnH-l). 

* Toute puissance 12'''^ ou est un multiple de 13, ou divisée par 13 
donne pour reste 1, * On ne peut pas déduire ni que «= toute puissance 
12'"^ est un multiple de 13 », ni que < toute puissance 12"'*' ^ divisée par 
13j donne pour reste 1 > , 

La proposition 4 ne subsiste plus, si au lieu de s on écrit o ; car 
les propositions xo^a t la classe x est contenue dans non a * et 
x-oa *!c la classe x n'est pas contenue dans a* ont des significations 
différentes. 

En substituant, dans la 1 , au si^ne = le sig^ne o , on déduit : 
aob . : X £ a , o . x£ b ^ 
d'ôùj en important Tliypothèsç on a : 

X £ a . ao b . ^ xj b , 

* Si a? est un a j et si tout a est b , alors x est un b. * c'est une 
nouvelle forme du syllogisme (§12, prop, 3), Il n'est pas permis de 
substituer ici le signe £ à la place de o , Pour en donner un exemple 
commençons par dire que récriture u £ num oo signifie * u est une 
classe COQ tenant un nombre infini d'individus », comme on verra dans 
la suite (§ 27). Or des deux propositions 



5 £ Np p Np ^ num oo 
* 5 est un nombre premier; les nombres premiers sont en nombre in- 
fini > on ne peut pas tirer de conséquence. (Voir g 21)» 

Les idées qu'on a ici représentés par les signes £ et , satisfont doue 
k des lois différentes; et on 3 es doit représenter par des signes différents. 
Selon les termes des logiciens^ £ a le sens composé (sensus compositi)j 
et Q le sens divisé (sensus divisl). 

§ 17* Réciproquement on peut déduire Tusage des signes entre pro- 
positions de celui entre classes. On examinera ainsi sous un nouveau 
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point de vue la question des indices au signe o , question qui présente 
quelques difficultés aux commençants. Pour cela il faut avancer un cas 
particulier d'une notation qu'on verra dans la suite (§ 28). 

Soit px une proposition contenant une lettre variable x , c'ést-à- 
dire une condition pour les x. Par la notation xap^ nous indiquerons 
la classe des x qui satisfont à la condition px . Si p^ ne contient pas 
de lettre variable autre que la x, xspx est une classe bien déter- 
minée, ^ipx contient d'autres lettres w , v , xepx représente une classe, 
fonction de w , v\ mais il faut bien remarquer qu'elle est indépendante 
de », et que l'on a 

xepx^y^Pv . 

On peut lire le signe x a par « les a; , lesquels. » Les deux signes 
03 f et a? £ , l'un après l'autre se détruisejit : 

1. xa{xapx)^px\ 
et si a est une K, 

2. xa{xaa) = a, 

P. ex. xa{x^ — 3a5H-2<0) représente l'ensemble des valeurs de 
x qui satisfont à cette inégalité. Sa signification est encore un peu in- 
déterminée, car on n'a pas dit si x est réel, ou imaginaire, ou un nombre 
complexe d'ordre supérieur. On a: 

qr^^ (a;« — 3 a? -f- 2 < 0) = 1- 2 , 

« les nombres réels x tels que x^ — Sa? H-2 < , sont les nombres 
compris entre 1 et 2 ». * 

Si pxj g,x, sont des propositions contenant la lettre indéterminée 
x, on a les formules suivantes (1-5) correspondantes à celles du § pré- 
cédent : 

1. pxOxqx-^^'XapxOxaqx. 

< Affirmer que, quel que soit a?, de px on déduit qx , signifie que la 
classe xapx est contenue daus la classe x a qx ». Si les propositions 
Px et qx ne contiennent d'autre lettre (jue a?, on peut supprimer l 'indices 
X au signe o , et écrire simplement px oqx\ cette proposition est ca- 
thégorique. Mais si les propositions px et qx contiennent encore des 
lettres u , v, ..., l^pxOxqx est une condition entre les letti^es w, v, ... 
et il n'est pas permis d'omettre le x au pied du signe o . 

2. xa{px '^ qx) = xapx r^x aqx, 

< La classe des x qui satisfont à la condition px ^ qx est la classe 
commune aux classes x apx et xaqx.)> 
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4. xa {-px) = -^è px . 

5. Px =x A. . = . i» £ j?a; == A . 

Soit Px, y une condition entre deux variables x et y. On peut con- 
sidérer la classe x spx, y qui est une fonction de y , et la classe y spx/y 
qui est une fonction de x . Mais on peut aussi considérer le couple 
formé d'un x et d'un y comme un nouveau objet, qu'on indiquera 
par (x, y); et alors {'V ,y)£px,y représente l'ensemble des couples 
{x , y) qui satisfont à la condition px,y ^i x ^ y sont des q , et nous 
identifions, pour un instant, le couple (x , y) avec le point qui a pour 
coordonnées cartésiennes orthogonales x et y y alors 

(^9 y) f (a?* H- y* = 1) . == . circonférence qui a le centre dans 
l'origine et l'unité pour rayon. 

Maintenant soient px, y et qx, y des propositions contenant les lettres 
ic et y ; la relation entre les classes {x , y) epx, yO(x,y)eqx,y est équi- 
valente à Px, y Ox, yqx,y • On Supprime les indices au signe o si les pro- 
positions a et 6 ne contiennent pas d'autre lettre que a? et y; on ne 
les supprime pas dans le cas contraire. 

P. ex.., si a? et y sont des q , la relation 

ce = y . . a?* = y* 

signifie < le lieu d'équation x = y est contenu dans le lieu d'équation 
ic* = y* ».* 

§ 18. Les indices au signe o satisfont à des lois qu'on» n'a pas en- 
core suffisamment étudiées. Cette théorie déjà abstruse par elle-même, 
le devient encore plus si l'on n'accompagne pas ces règles par des 
exemples. Le mieux à faire, c'est d'examiner le rôle de ces signes, et 
leur transformation dans les forihules et les démonstrations de Mathé- 
matique. En voici quelques mots. 

Prenons la formule 13 du § 12 : 

1. ao.6oc: = .a&oc 

où a , & , c sont des propositions. Supposons que a contienne une lettre 
a? , et 6 et c deux lettres xety. Substituons ax , &«?, y , <^x, y à la place 
de a , & , c , pour indiquer les lettres qu'elles contiennent. On aura 

iu. Ofx Ox . f^Xf y Oy ^x, y • ''^'^ • ^x *^x^ y Ox^ y ^x, y * 

Transportons Cx, y dans le premier membre ; on a 

Clx Ox . (>x, y ■" (^Xf y =y A T == , (Xx Ox^ y "" C^?, y =aj, y A 

ou, si au lieu de hx, y~Cx,y on écrit bx, y , ou en faisant Ca?, y == a , on a 
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qu'on peut encore écrire 

Supprimons ax , c'est-à-dire , posons a^? == v ; et au lieu de hx, y 
écrÎYonft «x, y ; on a : 

4, djc^ ^ " = y A • =0? A I = • dx, y ^^^a7, y A 

et en prenant les négations des deux membres : 

^- ^Xy y ~ ^^^y A • ~ =a; A \ === • (tx^ y " ^^^^x^ y ■^ • 

« Affirmer qu'il y a des x tels qu'il y a des y qui vérifient à la 
la condition aj^^ y , c'est affirmer qu'il y a des couples de a? , y qui vé- 
rifient h la condition ax, y*» 

En écliangeant le rôle des lettres a? et y, on déduit 

0# fïa;, y ~ ^^^y A • ~ ^=ir A ! = I fla;, y ~ ^^x A • •" = y A • 

Si ]a proposition ax contient la seule lettre a? , et la by la seule 
lettre 2/ ? ou a : 

(m Oi-y; t)y " ^=aj, y A • = • ûta; " ^^^^^£C A • Oy ~ ^^y A • 

Or btj - ^^y A est équivalent à &a? - ==x a . Donc : 

o. Ùr^ Uy " ^^^i», y A • ^= • Clx ■■ =i» A • Ux " =^û7 A • 

Prenons les négatives des deux membres : 

y» fïaî Uy "^^^x, y A • == • (Zx ^=^x A. • ^j • Ox ^^^x A • 

Si l'hypothèse d'une déduction contient des lettres non contenues 
dans la thèse, on a: 

lu» ût^Tc, y O^, y Ox • ^^ • ^i», y ■■ ^^^y A • Ox Ox • 

Au lieu de dire « si a? , 2/ satisfont à la condition a , le ^ satisfera 
à la condition & » on peut dire « si a? est tel qu'il y a des y qui sa- 
tisfont à ]a ctj alors il satisfera à la 6 >. Cette transformation s'appelle 
V élimination de y . 

Fonctions. 

§ 19. En Analyse on représente ordinairement une fonction d'une 
variable x en écrivant un signe au-devant de x. Ainsi on a les fonc- 
tions numériques: 

]/ X ^ \o^x , sina?, cosa?, ... Shcc, ... moda?*, ... 
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D'une façon analogue, nous indiquerons d'autres fonctions. Soit u 
une K; 

numw signifie « le nombre (numerus) des u », 

En conséquence: 

num w = . = . 1^ = A 

num w f N . = . « le nombre des u est déterminé et fini » 

num w = 00 . = . « les i^ sont en nombre infini » . 

Soit u une classe de quantités réelles q ; i^ £ K q : 

maxt^ signifie « le plus grand (maximum) des u » 
min u y> « le plus petit (niinimum) des u » . 

Quelquefois on doit ordonner les nombres de la classe Uj selon leur 
grandeur croissante; et on les indique par min^ u , min, u ,...; quelque- 
fois plus simplement par w^ , w^ , ... Si Ton ordonne les mêmes nombres 
selon leur grandeur décroissante, on les indique par max^ u , max^ u ,... 
On a min^ u = min u , et max^ u = max u . 

La classe w de q peut n'avoir de maximum ou de minimum ; alors 
on a introduit dans l'Analyse « la limite supérieure des u » indiquée 
par r w , et « la limite inférieure des u > indiquée par 1^ u . 

Soit u une classe de nombres, en nombre fini; on représente leur 
somme par 2 w , et leur produit par n u. 

Soit u une classe de nombres réels, ou complexes d'ordre quelconque. 
Par la considération des nombres infiniment proches, on a récemment 
introduit en Analyse un certain nombre de classes qui dépendent de 
w, et qui jouent maintenant un grand rôle dans les questions les plus 
difûciles de cette science. Elles sont 

Du= « la classe dérivée de u ^ considérée la première fois 
par M. Cantor. 

Cu = u^jDu= « la classe u fermée » 

Iu = u-D{~u)= « la classe intérieure à w » 

Eu===I{'~u)= « la classe extérieure k u * 

Lu = {~Iu) {~E u)= « la classe limite des u » 

med u= « la classe formée des nombres moyens entre les u ». 

Exemples. 

1. numNp = oo 

« le nombre des nombres premiers est infini ». 

2. af N« . == . num (N^a/N) £ 2N — 1 

« Si a est un nombre carré, le nombre des nombres qui divisent a est 
impair, et réciproquement ». 



■•'v'Ttnmm^^^m'^' 
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3. min N = 1 . max N = a 

t Le plus petit des N est 1 ; il n'y a pas de plus grand » . 

4. a £ N H- 1 . . min [(N -h 1) o(a ! -4- 1);NJ e Npr^(a-4- N) • 

* Si a est un nombre plus grand que l'unité, le plus petit des 
Bombrea supérieurs à l'unité, qui divise a! -4-1, est* un nombre pre- 
mier plus grand que a ». 

5. [n (N -^ a/N)]* = a°»«» (N r. alN) 

■ Le carré du produit des nombres diviseurs de a est égal au nombre 
a élevé à la puissance indiquée par le nombre des nombres diviseurs 
de et »É 

§ 20. Quelquefois on indique une fonction de x en écrivant un 
signe après x. Ainsi on écrit x ! pour indiquer la factorielle de x . 
Dans le plus grand nombre des langues on écrit le signe de fonction 
aprèa la variable, comme ypoL/jLfjiyîç Ttépajcn^ linese extrema, Liniengrenze. 
Ainsi, en chinois, ji-tseu signifie « du soleil le fils » ou « le jour ». 

Si Von écrit les signes de fonctions après la variable, chaque for- 
mule contient les opérations dans Tordre même dans lequel on les 
exécute- les opérations seront indiquées en -ordre inverse, si Ton écrit 
les sig-nes des opérations en-avant. Ainsi pour calculer log sin j/ a? , 
on doit de x prendre la racine, du résultat le sin , et du résultat le 
log. Et pour calculer la limite du rapport de l'accroissement d'une 
fonction à Taecroissement de la variable (dérivée de la fonction), il 
faut donner à îa variable un accroissement, calculer l'accroissement de 
la fonction, former le rapport et passer à la limite. 

L'usage commun en Mathématique, c'est de prémettre le signe de 
l'Opération. 

Quelquefois on indique une fonction par une écriture plus com- 
pliqaée, comme | a ] (pour mod a) , a* , ...; car on ne peut pas leur ap- 
pliquer la convention de l'inversion (§ 27). Il est bien, dans les notations 
nouvellesj d'adopter toujours des suites de signes écrits sur la même 
ligne; on obtient non-seulement des avantages théoriques, mais une 
simplicité typographique, qui a son importance. 

§ 21* Il faut bien distinguer les noms des classes des noms des opé- 
rations. Ainsi les propositions « x est un multiple » « a? est un diviseur » 
* X est un logarithme » n'ont pas de sens; car multiple, diviseur, lo- 
garithme sont des noms de fonctions, et non de classes. Quelquefois 
on dit « ^ est un sinus » pour indiquer < a? est le sinus de quelque 
arc », On traduira cette formule par * xs sin q » et non par * x e sin » ; 
car Bin est une opération, et sin q est une classe, l'intervalle (— 1)^ 1. 
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Mais dans bien des cas dans le langage commun, le même nom, 
gelon la position on forme grammaticale, est tantôt le nom d'nne classe, 
tantôt celui d'une fonction. Par exemple (*) dans le mot allemand 
Rathhaus (la maison du conseil), Rath (conseil) est le nom d'une classe, 
ou d'un individu si le conseil est déterminé, et haus (la maison du) 
est le nom d'une fonction ; et dans le mot Hausrathy Haus est le nom 
d'une classe, et rath celui d'une fonction. On voit qu'on ne peut pas 
changer la place des mots Haus et Eath, comme on n'a pas log sin œ 
= sin log œ ; bien que, si a et h sont des classes, on ait toujours ab = ba. 

Dans la phrase « le nombre des nombres diviseurs de 12 est 6 » 
le mot « nombre » est d'abord le signe d'une fonction, puis celui d'une 
classe. On la traduit par num (N ^ 12/N) = 6 , en le substituant dans 
le premier cas par num , dans le second par N . 

Mais On pourrait aussi imiter le langage ordinaire, et au lieu de 
former de nouveaux signes de fonctions, on peut prendre un signe (p, 
qui a déjà une signification, présentant quelque analogie avec la fonction 
qu'on désire indiquer, et écrire p^x pour indiquer cette fonction de a?. 
On peut traduire le signe ' par le mot de. Ce signe indique que ,(p doit 
être interprété dans une nouvelle signification, qu'il faut expliquer 
dans chaque cas. Au lieu de p^x on peut écrire a?'p, si l'on désire avoir 
le signe de. fonction après la variable (**). 

Par ex. on peut indiquer par N' u (le nombre des w), ou par u' N 
(des u le nombre), ce qu'on a déjà indiqué, avec une nçiivelle notation, 
par num u . Pourtant N représente une classe, et N' c'est un signe d'o- 
pération. 

Si u est une K de quantités, on pourra indiquer par -f-' u etyi^u 
(ou par u' H- et u' X) 1^ somme et le 'produit des u , qu'on a déjà 
indiqués par les notations ^u et Uu, 

Si f est un signe d'opération qu'on écrit en-avant de la variable, 
on peut convenir que x^f indique la même chose que fx ; et si le signe 
f s'écrit après la variable, on peut convenir que fx soit identique 
a xf. Ainsi aï' log = log a; , Vx = x\ 

Mais la seule application qu'on a faite du signe *, c'est la suivante: 
si u est une classe de classes, c'est-à-dire un ensemble des classes, 

o* u indique « la plus petite classe contenant toutes les classes 
du système w » ou « la somme logique des classes u » 

^ ' u indique « la plus grande classe contenue dans toutes les 
classes du système t^ > ou « le produit logique des classes u ». 



(•) C'est l'exemple porté par M. Wundt, Logik, Stuttgard, 1880, pag. 
223; mais il en tire des conclusions différentes. 

(**) Le signe ' est, à peu près, le signe du génitif anglais. 
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Par ex. si utK q, D^ u représente l'ensemble des classes Duy D^u, 
i>^itj -.; donc ^^ D^ u représente ce qui est commun à toutes les classes 
dérivées de u. M, Cantor l'appelle classe dérivée d'ordre infini. 

Sl u est un faisceau de rayons, ^ ^ u représente son plan, et r^^u 
son centre (Voir § 31). 
Des hypothèses 

aab .bec 
on dédaît 



§ 22. On a aussi à considérer des fonctions de deux ou de plusieurs 
variables. Quelquefois on indique la fonction par un signe entre les 
deux variables ; ainsi en Algèbre on écrit 

a -h b j a — b y a y^h , ajb 

pour représenter des fonctions des nombres a et 6 ; et en Logique, si 
a et b sont des classes, a^b et a^b en désignent des fonctions. 

Mais d'ordinaire on considère le couple des objets a et & comme 
un nouveau objet, qu'on indique par (a,ô); et l'on écrit un signe de 
fonction f en avant du couple ia,b) , Ainsi dans le Formulaire on a 
les notations 

D (a , 6) = < le plus grand commun diviseur entre a et 6 » 
m (a , &) = * le plus petit multiple commun de a et de ft » 
quot (a ,b) = * le quotient de la division de a par b » 
rest (ajb)^ * le reste » » 

mp (6 , a) = * l'exposant de la plus grande puissance de b con- 
tenue dans a », 

Exemples : 

c* j iî , c £ N > a . D (oc , &c) ••= c D (a , ft) . 

* Étant a^b jC des nombres, le plus grand commun diviseur entre 
ac et bc est égal au plus grand commun diviseur entre a et & , mul- 
tiplié par c » . 

a , & , <3 £ N . D (a , 6) =»= 1 . . D (oc , &c) = c . 

« Si a, è , c aont des nombres, et a est premier avec b, alors le 
plus grand commun diviseur entre a c et 6c est c ». 

ex , & Ê N . o /» a ^ N 6 . = : a? £ Np . 0^ . mp (aî , 6) :^ mp (Xyà) , 

* Étant a et b des nombres, affirmer que a est un multiple de b, 
c'est comme afïïriner que, quel que soit le nombre premier x , la plus 
grande puissance de x contenue dans b est inférieure ou égale à la 
plus grande puissance de x contenue dans a ». 
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Dans quelques cas on peut exprimer une fonction nouvelle de deux 
variables au moyen d'une fonction connue, et d'une fonction nouvelle 
d'une seule variable. P. ex. dans les traités d'Arithmétique on déiinit 
le groupe a/6 comme le quotient de a par h. On peut convenir de re- 
présenter par \h le réciproque de 6, et alors a\h indique le prodait de 
a par le réciproque de h. On a ainsi exprimé la division ^ opération sur 
deux variables, au moyen de la multiplication, et de la nouvelle opé- 
ration < le réciproque de » qui est une fonction d'une seule variable. 

Signes de fonction, f et j . 

§ 23. Comme nous avons déjà dit, pour indiquer une classe qui 
dépend de a? , on a l'habitude d'écrire un signe au-devant de x , comme 

log 0? , sin 0? , mod x , num œ , etc. 

Le signe qui précède x indique l'opération qu'il faut faire pour 
avoir le correspondant de x. 

En Analyse, on indique le signe, ou caractéristique de fonction, par 
une lettre, fy(p,Fyg,hy ...; et on a l'habitude d'écrire entre parea- 
thèses la variable x. Ainsi on écrit f(x) par crainte de le confondre 
avec le produit fx de f par x (qui n'a pas de sens). Eu suivant cette 
convention, il faudrait écrire f{{x-^h))y pour ne pas le confondre avec 
f{x-\-h)j qui a la même forme du produit de f par x -h h. Mais au* 
cune confusion n'est possible; et dans le Formulaire on a cru bien 
d'écrire tout simplement /Se, en suivant Lagrange, Abel et bien d'autres, 
pour indiquer la valeur correspondante de x. Les parenthèses serviront 
toujours à grouper des symboles, et ainsi on ne trouvera jamais entre 
parenthèses une lettre seule. 

Dans la formule fx pour désigner une fonction de a? , on a à con- 
sidérer les deux signes /^ et ce , et leur groupement fjs. Le x est la 
variable indépendante; le f est le signe de la fonction, ou opération, 
qu'il faut considérer, ou de la correspondance entre x et fx^ ou de la 
transformation. Le groupe fx représente la valeur de la fonction cor- 
respondante à la valeur x de la variable. Dans nos questions nous 
parlerons toujours du signe d'opération f, et non de la valeur fx\ 
c'est-à-diré, nous dirons, dans chaque cas, ce que représente la lettre 
f ^ et non ce que représente le complexe fx , dont la aignification est 
conséquence des significations de f et de x. 

Étant donné un signe h, d'opération, ou de fonction, ou de cor- 
respondaace (car ces mots signifient la même chose), il y a à consi- 
dérer la classe des individus sur lesquels on peut opérer avec le signe 
7i, et la classe des individus que l'on obtient comme résultat. 
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Si a et h sont des classes, pour indiquer a signe d'opération qni 
étant écrit en-avant d'un a produit un b »j on a proposé ia notation 
bla {*). 11 en résulte que si £c f a , et si A est un signe qui étant écrit 
en-aTanr d'un a produit un b^ on aura fxsb. Et comme fx a la 
même forme que le produit de f par x , il est naturel d'indiquer f par 
une notation analogue à celle du quotient de b par a» Mais cette no- 
tation peut produire des ambiguïtés; et il faut se garder d'adopter les 
signes d'Algèbre comme signes de Logique, Nous écrirons donc bîa 
pour « signe de fonctioUj qui étant écrit en-avant d'un a produit nn 
i * ou < opération qui transforme les a en b ^ ou * correspondance 
entre les rt et les 6 » ou * b fonction définie dans a > , ou « 6 fbn- 
ction des a ». * 

Exemples : 
Bin^q fq 

* le sin est une opération qui, h chaque nombre réel, feit correspondre 
un nombre réel ». 

logaqfQ 
« log est un signe de fonction réelle définie pour toutes les valeurs 
positives de la variable »* 

mod^Q^fq' 
< le signe raod établit une correspondance entre les quantités imagi- 
naires et les quantités positives, ou null^ », 

Au lieu de considérer des signes de fonction écrits en-avant de la 
variable^ on pourrait les écrire toujours après. Nous écrivons aj b pour 

* signe de fonction, qui étant écrit après un a produit un & »; ainsi 
on a: 

ïeNjN 

* le signe ! écrit après nn Nj produit un N *. Mais nous en ferons 
bien peu d'usage. 

§ 24. Les signes des fonctions satisfont â plusieurs propriétés, que 
nous examinerons rapidement, 

1* ajb£E.*hibîa.x^a^Q.hxeb 

* Etant a , b des classes^ si h est une transformation des a en 6 , 
et si or est un a , alors ^^ est un ô *, 

Ainsi ftfqfq signifie « h est le signe d'une fonction réelle définie 



{*} Oq a adopté cette noUtiotk stiulemeiit dans les premières partitîH du 
Formulaire 



r 
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pour toutes les valeurs réelles de la variable » . Elle est nécessaire uieot 
à une seule valeur, ou monodrome; car, par la 1, si aîf q, on déduit 
hxeq. Si h est un signe qui à chaque q fait correspondre plusieurs 
q , elle est une transformation des q en des classes de q , une (K q) f q, 

2. a,b£K.h£bfa.Xyy£a.x = y.o.hx = hy, 

« Ayant a, 6, 7i la même signification, si x et y sont des ti, et 
a? = y , on déduit fx = fy *. Ou * dans Texpression fx on peut sub- 
stituer à a? un objet égal » . Cette proposition précise la signification des 

2 4 

signes d'opération. Ainâi de - = - on ne peut pas déduire < le numé- 

o 6 

2 4 
rateur de la fraction - est égal au numérateur de la fraction - » . 

3 6 

Dans la langage commun le mot « fraction ». a une double signifi- 
cation; tantôt elle représente l'ensemble de deux nombres écrits run 
sur l'autre, tantôt le rapport des deux nombres. En l' interprétant dans 
cette dernière signification, fraction est équivalente à « nombre ratioDnel » 
ou R ; et l'expression « le numérateur de a? » n'est point une fonction 
du nombre rationnel x. Ainsi l'expression: « le deuxième terme de la 
somme a?H-i/ » n'est pas une fonction de la somme x-hy, mais de la 
succession des signes a?, -+- , y. Dans le calcul géométriquej après 
avoir défini l'égalité des vecteurs, les expressions « origine d'un veotear * , 
« ligne d'action d'un vecteur » ne sont pas des fonctions du vecteur. 
Si hehîay à chaque a correspond un h\ mais nous n'aiïirmoiis 
point que chaque b soit le correspondant de quelque a. Ainsi on peut 
écrire également 

sinfqfq, et sin£(— l)'-'(-f- l)f q . 

« sin est une opération qui à chaque quantité réelle fait correspondre 
une quantité réelle » et « sin fait correspondre à chaque quantité réelle 
un nombre de l'intervalle de — 1 à -hl >. En général: 

3. a jh jCai..hahîa .hoc.o ,h£cîa. 

« Si a , 6 , c sont des classes, si h est une transformation des a en 
&, et si la classe 6 est contenue dans c, alors h est aussi une transfor- 
mation des a en c ». 

Si /ifèfa, la fonction h est définie dans la classe a. On n'exclut 
point qu'elle soit aussi définie, ou qu'on puisse la définir pour des va- 
leurs de la variable non comprises dans la classe a. 

Ainsi on a 

sinfqfq, et sinfq'fq' 
« Sin X est, en Trigonométrie, une fonction réelle de x , définie pour 
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tontes lea valeurs réelles de la variable » et « Sîn x est, en Analyse, 
une fonctioTi imaginaire de la variable imaginaire x >. 

En général : 

4, ajbfCsK.hebîa.coa.o.hehfc. 
« Étant CE , 6 , c des classes, h une transformation des a en & , et 
si c est contenu dans a, alors h est aussi une transformation des c en & > . 

§ 25. Oq peut lire de plusieurs façons les signes de fonction. Par 
ex. qfq signifie < fonction réelle d'une variable réelle ». Sont telles, 
rôlevaÈton au carré, au cube, la fonction sin, etc. 

Si a j h sont des q, qf(a'^6) signifie « fonction réelle définie dans 
rintervalle de <t à 6 ». 

Si m egt un nombre, qfZ,^ signifie « correspondance entre les 
nombres 1 , 2 , ... m et les q » , c'est-à-dire « suite de m quantités » , 
n ne faut pas confondre une « suite de m quantités », q f Z,^ , avec 
une * classe de m quantités », qu'on indiquera par K q^iyimm. Dans 
la BuiLe de quantités, il y a la première, la deuxième, ... 1' m« ; il peut 
y en avoir d'égales ; et leur nombre sera alors inférieur à m . Les 
quantités d'une classe ne sont pas ordonnées. 

Si hsqtZ^^j h est un signe de fonction; hZ,^ indique la classe 
des valeurs de kx , lorsque x varie dans Z^^ ; /i est la suite, des m 
qoantitéiâ, h Z^ est l'ensemble des quantités de la suite. 

Étant li une suite de m quantités, usqfZ^y on indique, selon 
l'usage répandu, la première, la deuxième, ... la m® des quantités u par 

au lieu de les indiquer par ul y u2 j ... um, selon les conventions 
ci-dessus. Donc u £ q f Z^ signifie « soient i^^ , Wg , ... u^ , m quantités » . 

Si ït £ q f Z,rt , par 2*^ u , ou '^^^ u^ on désigne leur somme u^^ -f- 

1*, -+- ,» H- li,,^ ; et par ïf^ Uj ou n^'[* u^ leur produit u^ u^ ... u,^^ . 
Ainsi on a : 

* tn f N . ii ^ q' f Z,^ . . mod 2^~J^ u^ ^ ^^r i^^^ ^^) 

j » . . mod n^~j^ w^ = n^~^ (mod Ur) . 

* Étant donn(5e une suite de m quantités imaginaires, où m est un 
nombre fini, le module de leur somme n'est pas supérieur à la somme 
des modules des termes ; et le module du produit est égal au produit 
des modules des facteurs ». 

De la même façon on exprime toutes les propositions dans lesquelles 
se préientent des quantités en nombre quelconque, mais fini. 
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qfN signifie « Biiîte de quantités correspondantes à la suite il- 
limitée des nombres 1 , 2 , 3 , ,-. » ou * série à termes réels »* 

QfN signifie * série à termes positife ^ 

q' f N » * série à termes imaginaires > 

q f n » * série Illimitée dans les deux sens »* 

Si u £ qfi^ f et m f N ^ par [^ u)^^ on indique aussi ce qu'on a déjà 

indiqué par S w =- m^ h- Wj h- .,, n- m,^ , Donc étant donnée la fonction 

tA , on en déduit une nouvelle fonction ^ xl , dont la valeur , lorsque 
la variable est tr ^ est indiquée par (S u),^^ ^ on pins simplement par 
2 1*^ , On peut indiquer par 2 «*^ la limite de ^ m,,, pour m = qo^ ou 
la somme de !a série. Analoguement on interprète 11 ïi,^ ^ (^ **)m j s* 

Pour déterminer une fraction continue, il faut aussi donner une 
N f N j ou suite de nombres positif. Si w f N f N , et m est un N , par 
Fc„ u on peut indiquer la valeur de la fraction continuej dont les quo- 
tients incomplets sont u^ ^ u^ , ,„ u ,, ; par numl^^j u et dnt,^^ u son nu- 
mérateur et son dénominateur calculés a raide des règles bien cou nues j 
et Ton a p. ex, 

numt„ Il X <^t)i-n ^ — iiiinit^^^^ u X ^^^n ?* ^ + 1 - 

Écrivons p au ]ieu du mot * point » (de le géométrie euclidienne). 
Alors : 

q f p signifie * nombre réel fonction de la i>osition d'un point * _ 
Tel est un potendel. 

p f q signifie « point fonction d'une variable réelle » ou « point 
mobile i. 

pfp signifie * transformation des points en pointe *. Tels sont 
le mouvement, la projection et toute transformation géométrique qui, 
à chaque point fait cor répondre nu et un seuî point. 

Des fonctions semblables ^ croissantes j continues ^ etc. 

§ 26. Il y a des catbégories do fonctions, que nous mentionnerons 
rapidement- 

Etant a etb des K , par {h fa) sim , ou a indiqué dans le Forma- ^ 
laire, les transformations semblables (eimiles) des a en b^ c'est-à-dire 
telles que ^ chaqnc a. corresponde un h, et que chaqne h soit le corre- 
spondant d'un et d'un seul a. On les appelle aussi univoques et réci- 
proques. Ainsîj étant m un nombre, 

(Z^jtf Z^jjsim signifie * permutation des nombres 1,2, „, m »< 
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Au contraire Z^ fZ.^ signifie seulement * suite de m nombres pris dans 
la succesaion 1 , 2 ^ ... m > . 

logf (qfQ)8im, 

Il peut arriver qu'une transformation & fa aoit telle que à ctiaque 
a corresponde un & , et à des individus différents de a^ correspondent 
ausâi des individus diffiSrents de 5. Oq l'appelle encore Semblable, 
dans nue Bignificadou différente de la preïnièrej et on l'indique par 
(ôfa)Siinj en écrivant Sim au lieu de sim. Doue: 

* Étont a , h des classes, et h une transformation des a en 6, nous 
dirons que h est Semblable, si^ étiint x^ y des individus quelconques 
de Qj non é^aux, les valeurs hx et hy gotit aussi différentes *. 

Donc h s^ {b f a) suxi sig'uifie que cbaque b est le correspondant d^un 
et dTun seul a\ hé (6 fa) Sim signifie qu'il n'y a pas de b correspondant 
à deux valeurs diff<} t'entes de a; c'est-à-dire^ chaque b est le corre- 
spondaut d'un seul, ou d'aucun a. 

P, ex. (qfZ^f^) Sim signifie -^ suite de m. quantités^ deux à deux 
inégales ». 

Il est clair que, si hs{bîa)^im ^ elle est au^i (ôfa)&ira; mais 
non réciproquemeut. 

Si m , n f N , Z,,^ f Z,^ si^ûifle * suite de n nombres pris dans la 
série 1 , 2 , ,» tïi s on < arran^-eraent avec répétition des nombres Z,^ à. 
n h. îx ». 

Si m ^ ïi j (Z^,^ f Z,,) Sim signifie < suite de n nombres différents 
pris dans la racme série », ou « arrangement simple des nombres Z,^^ à 
n ^ n ^. 

Si le nombre des a est fini et égal à celui des 6 , {bïa) sim et 
(b f o) Sim expriment la même chose- 

Exemples. 

m , ?i £ N . * nnm (Z ,, f ^,,) = m*^ 

7^ nura [{Z,^ f Z,J Sim] =^ m (m — 1) ... (m — n h- 1) 

» num [{Z,, f Z.J Sim] = m I 

m .= N . f £ q f Z,, .g^iZ^ f Z J sim , o , :2'^^ fr ^ 2^;^ f(jgr) . ! 

* Etant m un nombre fini, fl, f2j.„ fm une suite de m quan- 
tités réelles, et g une permutation des nombres 1, 2, ... m ^ c'est-à-dire 
étant ^ 1 , ^ 2 , ... g m les mêmes nombres écrits dans un autre ordre, 
on a: 

/■H-/"2+...^/'m = /'(j/l) + ;'(ff2)-+-...-f-/(^m) ., 
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ou « dans une somme d'un nombre fini de termes, on peut changer 
arbitrairement Tordre des termes ». 

Étant u une classe de nombres réels (w £ K q) , continue ou discon- 
tinue, parmi les fonctions réelles définies pour les valeurs u de la va- 
riable, on a à considérer les fonctions croissantes, par abréviation « cres » 
(crescens), et les décroissantes, par abréviation « dec ». 

î^£Kq.7i£qft6.o.'./i£cres. = :a?i,a?2f w.a?4<a?2.0a;4,a?2«'^i<'^8 
» ,o.\he dec . == : > » hx^hx^ 

Exemples : 

log £ (q f Q) cres . sin f q f f — — -—j cres . cos £ q f (0*^ tt) dec . 

On a aussi à considérer les fonctions continues, par abréviation 
« contin ». 



Inversion des fonctions, 

§ 27. Si a,6£K, et habfay et aî£a, posons 

y = 7ix. 

Étant donné y , il peut y avoir une et une seule valeur de x qui 
satisfait à cette équation ; cela arrive si ?i £ sim . Nous indiquerons cette 
valeur de x par x = hy , donc 

1, x = hy. = .y = hœ 

et la fonction h s'appelle la fonction inverse de h. S'il y a plusieurs 
valeurs de x qui satisfont à la condition y -=hxy ces valeurs constituent 
une classe, que nous indiquerons par hy , et l'on a: 

2. x£hy,=^,y = hx. 

S'il n'y a pas de valeur de x qui satisfait à la condition y = hXy 
on aura ?i y = a . 

Exemples. La relation y = log x , résolue par rapport à x donne 
X =«= log y ; donc log y == ey , étant e la base des logarithmes. 

La relation y = sin a; donne xesiny , x est un des ai'cs dont le 
sinus est y. La relation mod x==aj où a £ Qo , donne x £ mod a ; donc 
mod a signifie « ce qui a pour module le nombre a >. Si ce est un q^, 
a? H- m a signifie « surface sphérique de centre x et de rayon a », et 
a?-f- ô m a signifie « sphère de centre (v et de rayon a ». 

La relation num w = a , où a est un N^ ou oo , résolue par rapport 

3 
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à Uf donne u e num a ; donc num a signifie « classe d'objets en nombre 
de a » » P. ex. Np s num oo est équivalent à num Np = oo . 

Étant u et V des Kq , la relation v = Du donne ua Dv . P. ex. 

wfKq.Dvov.o. num Dv = co, 

€ Si v est une classe de quantités, et elle est fermée, selon Cantor, 
il y a un nombre infini d'ensembles de points qui ont pour classe dé- 
rivée la V ». 

Si a £ q , r a signifie < classe qui a pour limite supérieure le a ; l' oo 
* classe illimitée supérieurement ». 

Quelquefois parmi les valeurs de x qui satisfont à la condition 
y = lij' il y en a une plus importante qu'il faut indiquer par une no- 

n 

tation spéciale. Ainsi, si a? £ Q , par yx on entend la racine arithmé- 

n 

tîqac, et par |/ x on entend l'ensemble des n racines algébriques. 

Le signe d'inversion, d'une grande utilité, n'est pas indispensable, 
car on peut toujours, au lieu des premiers membres des définitions 1 et 
2, écrire les seconds. 

§ 28. Nous ferons deux applications du signe d'inversion à la Lo- 
gique. 

Soit u une K. En écrivant devant elle le signe a; f , on obtient la 
proposition xbu\ appelons - la px ; c'est-à-dire posons 

xeu. = .px> 

Le signe xe est donc un signe d'opération, qui, écrit devant une 
classe, la transforme en une proposition contenant la lettre variable x, 

Kéciproquement, soit px une proposition contenant la lettre va- 
riable X ; il résulte déterminée la classe u formée des valeurs de x qui 
fiatisfont à la condition px , et l'on aura 

X£U. = .px » 
lËn. résolvant cette équation par rapport k u , on obtient 

u = œ£px , 

confotnnément à la notation du § 17. 

Soit a une expression contenant une lettre x» Il résulte déterminé 
un signe de fonction h tel qu'on a 

fix = a , 

Si l'on désire donner la signification, non du groupe JiXy mais du 
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«igné simple h, il suffit de transporter le signe x dans le second 
membre, et Ton obtient 

h = ax , 

Ainsi ax désigne le signe de fonction, qui étant écrit devant x^ 
produit l'expression a . On déduit hy =^axy] donc axy représente 
<îe que devient l'expression a lorsqu'au lieu de x on écrit y. 
Par ex. au lieu de dire (selon l'habitude en analyse): 
posons /ïc == 35* — 3x 
on peut dii:e 

posons f=(x^ — 3a?) x 
-et ainsi on donne la signification du signe simple f. 
Ainsi 

(a;2 — 3a;)^5 = 10; 
-et lx^ — 3x)x'N 

représente l'ensemble des valeurs qu'acquiert a?* — 3a? , lorsqu'on donne 
à X toutes les valeurs de la classe N. 

Soit toujours a une expression contenant une lettre x. Il résulte 
aussi déterminé un signe de fonction h tel que xh^=a] on déduit 
h^=xa y et yh=^yxa] donc yxa désigne aussi ce que devient l'ex- 
pression a, lorsqu'on substitue y kx. Mais il est, peut-être, plus com- 
mode d'adopter le signe, déjà bien connu, de la substitution, et d'écrire 

{^Ja pour désigner ce que devient a, lorsqu' on substitue y à x] et 
pour indiquer ce que devient a, lorsqu' aux deux lettres xety on sub- 
stitue x' , y' , au lieu de (x' , y') {x ,y)a on peut écrire | la. 

P. ex. (^)(^^-3a.) 

est une autre façon d'indiquer la classe 

(a;* — 3aî)»N. 

Eemarquons que dans toute substitution, on substitue ou une lettre 
variable, ou une valeur déterminée, ou une expression quelconque, 
toujours à la place à! une lettre variable, et jamais à celle d'une exprès^ 
«ion composée. Soit par ex. la formule 

{a) f(x-^h) = fx-^hf'x -{-... 

On peut dire: posons h^a — x, c'est-à-dire, faisons la substitution 

(^ "^ ^) ? et l'on a 
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mais Texpr^sion « posons a = x-^h », c'est-à-dire, faisons la substi- 
tution [ ^ h] ) donne lieu à des ambiguïtés. Car de la formule donnée 

et de a^x-hh, on peut éliminer h, et Ton obtient la (6); on peut 
éliminer Xj et Ton a: 

(c) fa = f{a — h) -h hf (a — 7i) -4- ... 

et Ton peut aussi déduire des formules différentes. 

g 29. Si a et b sont des K , et ^ £ 6 fa , et si w est une classe con- 
tenue dans a , par hu on entend l'ensemble des valeurs que prend la 
fonction hx , lorsque x prend toutes les valeurs de la classe u. En 
symboles ; 

1. afbfUaK.uoa.h£bfa,o,hu='ye(x£U.y = ?ix.-^ =cc a) 

2. » .o,\ya}m. = :x£u,y=^hx.^=xJtL. 

La seconde proposition se déduit de la première, en opérant par 
le signe y t les deux membres de l'égalité qui constitue la définition. 
On a p. ex. 

log Q - q . sin q = (— 1)*^ (-+- 1) . 

Noua avons déjà appliqué plusieurs fois cette convention, notamment 
au § 3. Cette convention sert à éliminer une variable d'une proposition, 
où cette variable figure seulement en apparence. Ainsi la proposition 
xtti.y=^hx ,- ==x A est une relation entre les lettres i^ , i/ et 7i , in- 
dépendante de la lettre x qui figure au pied du signe = ; elle est 
transformée en yehuj où ne figure plus le x. Analoguement, étant 
Vf , V des K , et ?i un signe de fonction, 

3. Jiuo'o ,^=^:xsu .Ox'bœav 

4 QlU) '-^V = A. = :X£U.?lX£V. =x A 

5, (hu) '^<V'- = A. = :x£u,hxev.^ =x a 

qui transforment les seconds membres, qui sont indépendaijts de la 
lettre x , eu d'autres formules qui ne contiennent pas le x. 

Dans le Formulaire, I, § 5, on trouve quelques autres propositions 
sur les fonctions des classes. 

Cette convention est très utile, comme on a déjà vu ; elle ne donne 
jamais lieu à des ambiguïtés en Algèbre; mais il n'est pas exclu que 
des arabiguitéa ne puissent se produire. Car nous n'avons pas défini un 
eigne nouveau, mais bien un groupe hu de signes, et il faut s'assurer 
que ce groupe n'a pas encore reçu de signification. 

Pour ôter cette crainte d'ambiguité, on pourrait introduire un signe 
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nouveau, pour noter qu'on a fait usage de cette convention. Mais il 
est plus commode de s'eu servir lorsqu'il n'y a aucune ambiguïté, et 
s'en abstenir dans le cas contraire, car cette convention n'est pas né- 
cessaire. 

Comme application à la logique, xr^a, ou xa, oii x et a sont des 
classes, représente, quelque soit £c, une classe contenue dans a; et en 
variant », elle les représente toutes ; car si &oa, il suffit de faire 
x = b, et l'on a ba = b. Donc K'^a, ou Ka signifie « classe de a » 
ou « une classe contenue dans a » , selon ce qu'on dit à la fin du § 2. 
Il ne faut pas lire Ka par « la classe des a », qui signifie sim- 
plement « a >. 

Les fonctions répétées s'indiquent par des exposants; ainsi h^Xj 
h^x,,.. signifient Ma;, hhhXy.... Ainsi on écrit d*y, d'^y,... pour in- 
diquer les différentielles de y, et D*y, D^y, ... pour les dérivées. Les 
règles des exposants sont conservées. (Voir Formulairey 1, §5, P15 
et suiv.). 

Les Auteurs anglais écrivent aussi sin'^a? pour sin x. Mais alors il 
faut renoncer aux écritures hybrides sin*a5 pour (sin xy et analogues (*). 
Avec log^aî on entendra log log x. 

Relations, 

§ 30. On indique quelquefois une relation entre deux objets au 
moyen d'un signe, que nous appelons signe de relation, écrit entre 
les objets. Ainsi en Algèbre on a les relations 

a = b, a>b y a<ibj ... 

et en Logique, 

aeb j aob j , , , 

On peut, au moyen des notations précédentes et sans introduire des 
notations nouvelles, représenter quelques relations. Ainsi 

nul a est 6 s'exprime par a o 6 = a 

quelque a est 6 » ao6- = A 

le nombre a est premier avec b > D(a , 6) = 1 . 

Nous avons déjà dit au §9, que si xciy est une relation entre x 



C) M. Stolz, dans sis Grundzûge der Differential- und Integralrech-^ 
nung écrit sino?^ au lieu de (sin a?)*; tous les Auteurs écrivent da?* au lieu 
de {ùœf. 
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et y y sa négation -{xoLy) s' indique par a? -a y; le signe -a représente- 
la négative de la relation a. On a - (- a) = a. 

Soit xcLy une relation entre x et y; étant donné y, il résulte dé- 
terminée une classe de x qui satisfont à la relation proposée. Cette- 
classe est une fonction de y; désignons-la par py; on aura 

xa{xoLy) = <py ) d'où xoiy =^xe(py\ 

donc le signe de relation a est décomposé dans le signe f , et le signe- 
de fonction p, et Ton a a = f p; et si l'on veut exprimer <p au moyen 
de (X , on a p = £ a. Le signe e correspond au mot qui. 

Par ex. le signe > en Algèbre signifie « est plus grand que »;, 
donc le signe a > signifie < plus grand que ». Si a est un q, £ > o^ 
est équivalent à la classe qu'on a déjà indiquée plus simplement par 
a -f- Q. On a aussi a <:^a^=^a — Q. 

§ 31. Appliquons cette décomposition au signe = . On peut le dé-^ 
composer dans le signe f , et un signe, que nous écrirons / (<'<7oç), et 
qui signifie égal\ ainsi xa ty est la même chose que x = y. 

Le signe / , qu'on vient d' introduire, est donc un signe de fonction^ 
qui, écrit en avant d'un individu quelconque x, produit une classe, i Xj 
la classe des individus qui sont égaux à x. Par ex. 1 signifie « égal 
à », ou « nul ». On a 

« N^^ représente l'ensemble des entiers positife, ou nuls ». Si l'on écrit 
devant les deux membres xa^ et en appliquant la règle 3 du § 16^ 
on a 

xa^Q. = ,xal^ .^.xa lO 
c'est-à-dire 

a;£No. = .aî£N.v^.aî = 0. 

Donc, à la rigueur, il n'est pas permis d'écrire N^ = NwO; car eu 
appliquant la transformation indiquée, on obtiendra 05 £ Nq . = . a? f N • 
^.xaO\ et la proposition xaO n'a pas de signification, car n'est 
pas une classe, mais un individu. 

On pourrait croire qu'on peut supprimer toujours le signe / , ayant 
soin , lorsqu' on trouve una proposition de la forme a? £ a , où a est un 
individu (comme [dans l'exemple donné), de l'interpréter par x = a. 
Mais si cela est permis dans bien des cas, on peut rencontrer des am- 
biguïtés. 

Nous n'avons jamais défini V individu, ni introduit un signe pour 
le représenter. Tout objet x est considéré comme un individu, lorsqu'il 
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figure comme sujet dans la proposition xau\ la. u est alors une K. 
Une classe u figure comme individu lorsqu'elle figure dans une pro- 
position uev'^ alors la classe v a pour individus des classes; elle est 
donc une KK , une classe de classes. On peut aussi considérer des^ 
KKK, ou classes de classes de classes, etc. 

Écrivons par exemple p au lieu de « point de l'espace ». En Géo- 
métrie les points sont toujours considérés comme des individus, où fjiépoç 
ovôév , selon Euclide. Avec les points on forme des Kp , ou figures géo- 
métriques, lignes, surfaces, solides. Si b est une droite, aeb signifie 
« a est un point de la droite b » .Avec des droites on forme des classes, 
par exemple un complexe c. Alors bsc signifie « b est une droite du 
complexe c » , donc c est une classe dont les individus sont des classes 
de points ; c est donc une KKp. Écrivons d au lieu des mots c com- 
plexe linéaire ». Alors ced signifie « c est un complexe .linéaire »; 
d est une classe dont les individus sont des complexes, c'est-à-dire des 
KKp; donc d est une KKKp. 

Or, si a est une classe, les relations 

X sa 
et x£ia {x=-à), 
ont des significations diflérentes. 

Si a et 6 sont des droites, a^b signifie l'ensemble des points qui 
se trouvent ou sur a ou sur b ; elle est une classe de points; et ta>Jtb 
signifie l'ensemble des deux droites, c'est-à-dire la classe qui a pour 
individus la droite a et la droite b. 

Des signes | , t ^^ I • 

•§ 32. Les signes que nous venons d'expliquer sont suffisants, et on 
pourrait faire à moins de plusieurs conventions précédentes. . Main- 
tenant nous en expliquerons encore quelques-unes, au moyen desquelles 
on peut présenter sous un no veau point de vue les questions déjà 
étudiées. 

Soit xoLy une relation entre x et y. Nous poserons 

1. ya\x==xoLy, 

Donc a I représente la relation appelée inverse de la a . Par exemple 
> I signifie < , < I signifie > , o | signifie c , etc. Une relation s'ap- 
pelle symétriquey si elle est identique avec son inverse. Sont telles les 
relations indiquées par = , « est premier avec », « est parallèle à », 
« est perpendiculaire à », etc. 

Décomposons le signe de relation a dans le signe s et le signe d'une 
fonction p , comme on a dit au § 30. La relation inverse de £p est 
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îndiqnée par (sf)]} peut-on Tindiquer par £(pl)? Cette ftirmuls n'a 
pas encore de signification. Nous pouvons donc poser £ (p |) = (eç>} | , 

Cette conrention est un cas partieulier de cette autre. Si <i , i , c 
sont des signes quelconques, et si (ah) c a une signification ^ mais a{bc) 
en est encore dépourvue^ on posera, par défini tion, a(bc)^(ab)Cj et 
leur valeur commune s'indiquera par abc^ en supprimant les paren- 
thèses devenues mutiles. 

On a donc: 

On déduit 

<p\x-^y£{xêfy), 

ha. fonction p I est une fonction inverse de f ; mais elle n'est pas 
identique k celle indiquée par p dans le § 27^ prop, 25 car on a: 

y£fx. = ,x = py , 
y£f\x,=^MTafpy. 

On peut exprimer p au moyen de p, i et j . En effet x = fy se 
transforme en a? f / p ^ , d'où^ en enyertisaant aTee le signe \^y^{if)\^\ 
donc p signifie la même chose que (f p) I- i^) 

§ 33p Soient u ^t v des classes, Nous écrirons 

Xi^\v au lieu de « ar est dans la relation a avec chaque v » 
xcl\v '^ * quelque v * 

u\ay ï < chaque u est dans la relation a avec y * 

u\&.y * * quelque it » » 

On peut lire les signes t ^t ^ P^i" c/iaçiie et quelque. En symboles 
ou a: 

1< xa\v .=^:y ^v.o^ .xay 
2, X ûl[v . = : y £ V . X a y , ~ =^ A 
d^ u^oL y , ^= : X £ u . Occ ' X A y 
4, ula.y , = :x£tc.xoiy -~=x^ 
On déduit (t^)t^t(^t)) ^^ on peut supprimer les parenthèses eu 
écrivant f a^. Ainsi u]ûl\v signifie < tout u est dans la relation a. avec 
tout V ^ et u^^lv signifie « tout u est dans la relation a avec quelque 
^ >, L'expression « ce n'est dans la relation et avec aucun v » s'exprime 
par x(~ff')\v\ * aucun u n'est dans la relation cl avec i^ » par ^t(-a) 1^, 



(*) Dans quelques-uns de mes travaux j'ai <icrit p' uu lieu de p | . 
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On a aussi les identités 

d'Où 

qui donnent lieu à la règle : « La négation d'une relation a combinée 
avec les mots quelque et chaque, s'obtient par la négation de a et en 
échangeant les quelque en chaquey et réciproquement ». 
Exemples: 

à\sb signifie quelque a est 6, ou aft- = A, 

a\£b » tout a est 6 , ou aoby 

a^ Ib > a est égal à quelque &, ou a£&, 

al=b » quelque a est égal à 6, ou &fa 

d^ I = 1 6 » quelque a est égal à quelque fe, ou oô - = a . 

af = j6 » tout a est égal à quelque b, ou ao6. 

Si a et è sont des Kq, a\^\b signifie « tout nombre de la classe 
a est plus grand que tout nombre de la classe & ». Sa négative, 
a|^|&, signifie « quelque a est plus petit, ou égal, à quelque nombre 
de l'ensemble b ». 

Les relatiotis 

xeçlv , X6(p\v 

signifient x(£ip)lvGtx{£0)\v. Les formules xa{(p\)vQt aî£(p|)i; n'ont 
pas de signification. Nous pouvons convenir de poser 

X£((p[)v .^^^ .x£ (p\v y œ£ {f\)v .== ,X£ gf\v y 
ou 

0lv = Xt {X t (plv) y (p\v==^X£{X£Ç>\v) y 

ou eûcoTe, en substituant à x£f>\v et x£(p\v létir signification, 

5. (p\v , = .œ£(x£v .X£f>y .'~=pA) 

6. p\v. = .oo£(y£v.Oy.X£<py). 

Nous avons déjà vu que x=\vy ou œ a t\v signifie simplement 
X£v. Donc les deux signes t \ se détruisent. 

Réduction d'une théorie en symboles, 

§ 34. On peut réduire toute théorie en symboles, car tout langage 
parlé, et toute écriture, est un symbolisme, ou une suite de signes qui 
représentent des idées. Pour appliquer les signes que nous avons 
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expliqués, on peut prendre les propositioaa de la théorie dont il s*agitj 
écrites en langage ordinaire^ et subatituer au mot est les signes e, =, o^ 
selon les cas^ et au lieu de et, ou, ... les signes ^ j ^, ,.,; et cela 
ûum granu salîSy car nous avons vu p. ex. que^ selon la position^ la 
conjonction et est représentée par ^ on par o. 

Après cette première transformation^ les propositions sort exprimées 
par quelques mots, liés par les signes de logique ^ ^ '^ j =, a, etc.; 
et si cela a été bien fait, les mots qnl restent, sont dépourvus de tonte 
forme grammaticale; car toutes les relations de la grammaire s'expriment 
an moyen des signes de logique. Ces mots représentent les idées propres 
de la théorie qu'on étudie. Alors on analyse les idées représentées par 
ces mots, on décompose dans les parties simples les idées composées^ et 
seulement j après une longue suite de réductions et de transformations, 
on obtient un petit groupe de mots, qu'on peut considérer comme mi- 
nimum, par lesquels, combinés avec les signes de logique, on peut 
exprimer toutes les idées et les propositions de la science qu'on étudie. 

Réciproquement, pour transformer les formules en langage ordinaire, 
c'est-à-dire pour lire les formules, il est bien de ne pas lire chaque 
signe séparément; mais de lire tout un groupe de signes avec le mot 
qui représente dans notre langage Tîdée composée arec ces signes. 
Ainsi 2N signifie * les produits de 2 par les entiers positifs > mais ou 
le lira ^ nombre pair positif* ou * nombre pair :» s'il n'y a pas d'am- 
bigrdté à craindre. _ 

Si X est un q^, et A un Q , x-hf^mk signifie * ce qu'on obtient 
en ajoutant k x le produit d'un nombre compris entre et 1 par un 
complexe dont le module est 7i » ; mais on le lira * la sphère de centre 
X et do rayon /t » ou * un eutour du point iï; *, On voit donc qu'il 
n'y a pas de nôeesâité de représenter ces idées composées par des 
signes nouveaux. 

Si a est une classe, d- = A signifie * la classe a n*est pas égale 
au rien »; mais on lira * les a existent », < il y a des a >^ « on peut 
déterminer un a » ^ * prenons un a > , etc. 

Avec VM peu d'habitude on transforme tout de suite les symboles 
en langage et réciproquement. 

§ 35. Comme exemple nous voulons transformer en symboles cette 
proposition: « La probabilité d'un événement composé est le produit 
de la probabilité du premier événement par la probabilité qu'acquiert 
le second quand on sait que le premier est arrivé * {*), 



(*) Bertrand, Calcul des probabiUlés, 1889, pag. 26. 
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Par les signes d'arithmétique elle devient 

(probab. évén. comp.) = (prob. premier éven.) X (prob. qu'ac- 
quiert ...) 

Pour faire disparaître les mots premier et second^ on introduit les 
lettres variables: 

a , & £ (événements) . o . (prob. événement composé avec a et 6) == 
(prob. a) X (prob. qu'acquiert h quand on sait que a est arrivé). 

Maintenant il reste à analyser les idées indiquées par les mots entre 
parenthèses. 

Les événements ou cas possibles (boules contenues dans une urne), 
forment une classe », variable de question à question, et quelquefois 
aussi dans la même question. Les cas favorables (boules rouges), forment 
une classe a contenue dans s , une K« , et la probabilité de a est 
num a/num 8 . On suppose num s fini, et que les cas de s soient éga- 
lement probables. 

Donc on peut traduire « événement > par K, c événement composé 
avec a et 6 » par a^b y < probabilité de a > par « num a/num s > , et 
< probabilité qu'acquiert h quand on sait que a est arrivé » par < nombre 
des b qui sont a , divisé par le nombre des s qui sont a > , ou, en ob- 
servant que 8^a = aj par num (a ^ &)/num a . 

Après cela la proposition devient 

^ ^^ num (a ^ b) num a ^ ^ num (a ^^ b) 

ssK.a.baKs.o. ^^ = X ^^ ' > 

num s num « num a 

qui est une identité arithmétique. 

Si l'on pose prob (a , s) = num a/num s , la formule prend la forme 

8£K,a,baKs. o. prob (a ^6 ,s) ==prob(a,fi) Xprob(an6 ,a). 

P. ex. la probabilité pour qu'un nombre tiré au hasard entre les 
nombres de 1 à 10 soit pair, est 

prob(Z,or^2N,ZJ = l/2. 

La probabilité que le nombre tiré soit multiple de 3 est 

prob (Z,o-^3N,Z,o) = 3/10. 

La probabilité pour qu'un nombre tiré^ entre les nombres paires de 1 
à 10 soit multiple de 3 est 

prob (Zio ^^ 2N r> 3N , Z,o ^ 2N) = 1/5 . 

La probabilité pour qu'un nombre tiré au hasard entre les nombres 
Z^o soit en même temps multiple de 2 et de 3, est le produit de la 
première par la troisième probabilité. 

Ce qu'on a appelé probabilité, quelquefois s'appelle titre de la 
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monnaie, ou esœmpte, etc. et c'est totyours le rapport entre le nombre, 
poids, valeur ... d'une partie d'un objet à celui de l'objet entier (*). 

Définition. 

§ 36, La forme la plus simple d'une définition, en mathématique, est 

a;==a Def. 

où X est un signe qui n'a pas encore de signification, a est un groupe 
de signes ayant une signification connue; et nous convenons d'écrire 
le signe simple œ au lieu du groupe a. Cette convention est exprimée 
en écrivant le signe --- entre ^ et a, et Def. à la fin de la ligne* 
Exemple ; 

Kp= (N -K 1)- [(N-+- 1) X (N -f- 1)] Def. 

Aux mats ^ nombre premier » on attribue la signification de 
* nombre plus grand que l'unité et qu'on ne peut pas décomposer 
dans le produit de deux nombres plus grands que l'unité ». 

Sauf r importance, ont la même nature des définitions les positioi^ 
qu^on fait dans un raisonnement quelconque, lorsque, par abréviation, 
on désigne par une lettre toute une formule. 

§ 37* Quelquefois ce qu'on définit n'est pas un signe simple, mais 
bien un groupe de signes, entre lesquels il y a des signes nouveaux, 
ou un groupe de signes qui ont séparément une signification, mais 
tels que lear ensemble n*a pas encore de signification. Alors la défi- 
nition suit uoe bypothèsej A, et a la forme: 

h,3,w = a Def. 

« dans l'hypothèse h^ nous écrirons le groupe nouveau a) au lieu du 
groupe a », Par ex- 

a , 6 £ H , , quot {a ^h) == max [Nq ^â? f {œh ^ a)] Def. 

< Si o et h sont des nombres entiers positife, par quot (et , b) nous en- 
tendons le plus grand des nombres positifs, le compris, tels que leur 
produit par b ne surpasse pas a ». Nous n'attribuons à quot (a , &) aucun© 
signification si a et 6 sont des fractions, ou des imaginaires. 



(^) M. PoRfiiTSKY a appliqaé la logique mathématiquo au calcul des pro- 
babilités, dans un intéressant article publié par la Société Mathématique de 
l'Université de Kasan, 1887, Solution du problème général de la théorie 
des proàaàilUés, au moyen de la Logique mathémaiique (en russe). 
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Comme autre exemple, supposons démontrée la formule 

et que e^ soit encore dépourvu de signification pour x imaginaire. Nous 
poserons alors, selon les traités d'Analyse, 

a? f q- q . . e^ = 1 -+- â? H- â?*/2! -h- ... Def. 

« Si 0? est un nombre imaginaire q', mais non réductible à un 
nombre réel, par e^ on entend la somme de la série ,„ », 
Du théorème (a), et de la définition ici donnée, on déduit 
a?fq'.o.e^=l-i-â?-h â7*/2! -H ... 
qui n'est plus une définition. 

§ 38. Il y a des idées, qu'on obtient par abstraction, et dont s'en- 
richissent incessamment les sciences mathématiqueSj qu'on ne peut 
pas définir sous la forme énoncée. Soit u un objet; par abstraction on 
déduit un nouveau objet pw ; on ne peut pas former une égalité 

pu^= expression connue, 
car pt^ est un objet de nature différente de tous ceux qu'on a jusqu' à 
présent considérés. Alors on définit l'égalité, et Ton pose 

hu,v •o:ç>u = j)v , = .pu,v Def, 

oti hu,v est l'hypothèse sur les objets u et v; ipu = ^v est l'égalité 
qu'on définît; elle signifie la même chose que pa^j^j qui est une con- 
dition, ou relation, entre u et v, ayant une signification bien connue. 
Cette relation doit satisfaire aux trois conditions de Tégalitéqui suivent: 

1. (pu = ç>Uy c'est-à-dire pu,u doit être vrai, quel que soit te- 
Une relation telle que chaque objet est dans la relation considérée avec 
soi-même, s'appelle réflexe. 

2. ffu = (pv.o.pv = ç}Uy c'est-à-dire pu, * opo, u. On a appelé 
syméMque une relation telle que, si u est dana cette relation avec v , 
V soit dans la même relation avec u. 

3. ç)U = (pv .(pv = (pw .0. ç>u==(pwy c'est-à-dire Pit,t^Pv,tv.o.pu^'ijc . 
Les relations qui satisfont à cette troisième condition s'appellent tran- 
sitives (*). 

Nous dirons que toute relation pu,v qui satisfait à ces trois con- 



(*) G. Vailati, Leproprietà fondamentali délie operazioni délia Logica 

dedutliva, Rivjsta di Matematica, I, p. 127. 

On peut énoncer les mêmes conditions sous des formes differeutes. Voir 
E.De Amicis, Bipendenza fra alcune propriété nûievoU délie relazioni 

fra enli d'un medesimo sistema, Rivista di Mat. H, p. 113; 
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dîtions a les propriétés de Tègalité; elle doime toujouTB lieu à une 
égalité fu=^fv* 

Quelquefois le signe de fonction p est uu signe déjà connu. S'il 
n/est paa encore connu, on peut introduire le nouveau objet p u , défini 
seulement par règalitéj et qu'on introduira s' il y a davantage (*). 

L'objet indiqué par pii est donc ce qu'on obtient en couâidérant 
dans u toutes et seules les propriétés qu' il a communes avec îea autres 
objets V tels que fpu = ^v. 

§ 39. Par exemple, Euclide, au commencement du livre V de ses 
Éléments, a â sa disposition les grandeurs géométriques ^ droites ^ 
angles, surfaces, et les nombres N. Il s'agit de définir la raison, ou 
rapport, Koya^^ de deux grandeurs, qui est une idée nouvelle. Après 
quelques explications (déf* 3 et 4), il défiait (déf. 5) l'égalité de deux 
raisons. 

En Arithmétique, après avoir développé la tbéoiie des nombres 
entiers, il s'agit d'introduire les nombi-ea rationnels, Lorsqu' il s'agit 
de la division entre des N, on pose 

a, fe £ N , & ^^ K ft , < 6|'a ==== N r. ô^ (aoj = h) Def, 

^ Si a et h sout des N, et b est multiple de a, nous écrirons bja 
au lieu du nombre qui multiplié par a produit b ». Cette définition 
est donnée dans l'hypothèse que b soit un multiple de a. En consé- 
quence bja n'a pas de signification si fe - £ Na. 

On peut supprimer cette hypothèse, et donner la définition dif- 
férente : 

<ï, ï/ £ N , • &;'a =^ N ^ ar £ {ax = b) Def. 

Alorsj quels que soient les N, a et ï», a toujours signification la for* 
mule hjai, si fr^Nfï, elle représente le quot(&, a); si &-fN«, on a 
hja^Aj c'est-à-dire bja représente le rien. Or, puisqu^ on veut dans 
la suite que bja représente un nombre rationnel, il faut prendre la 
première définition, et non la seconde. 



{*) La relation entre u ^t v soît algébrique, de la forme 

où f est le signe d'une fonction entière des deux variables. Si elle a les 
trois propriétés iJe Tégalitë, ahars, si réquatiou est du premier degré, elle 
est réductible a la forme ù? = y, SI Téquation est du deuxième dogré, est 
rédactibie à U forme 

(sr-h)^ = (y-hf 
A quelle forme sont elles réductibles celles du troisième, quatrième, etc. 
degré? 
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Maintenant, si a, 6£N.&-fNa, Texpression bja n'a pas de signi- 
fication. Nous ferons correspondre au couple des deux nombres a et 
b un nouveau objet, différent de tous ceux qu'on a jasqu'à présent 
considérés et que nous représentons par 6/a; et nous poserons par défi- 
nition bja = d/c . = . (par ex. selon M. Stolz (*)) ad = bc, 

II faut tout de suite s'assurer que cette relation est réflexe, symé- 
trique et transitive. 

Ce qu'on obtient en considérant dans une suite de deux nombres 
entiers bja, les propriétés qu'elle a communes avec ses égales, est le 
nombre rationnel E. 

Considérons des ensembles a ,&,... de nombres rationnels. À chaque 
ensemble a faisons correspondre un nouveau objet, que nous indiquons 
par l'a ; nous ne dirons pas ce que c'est l'a ; mais nous poserons par 
définition: 

a, &fKR. o:: r a = r &. = .•. â7fR.Oa;:a^(â7-+-R)- = A. = * 

6 o (â? -f- R) - = A . 

€ Si a et 6 sont des ensembles de rationnels, nous dirons que la 
limite supérieure des a égale la limite supérieure des 6, si, quel que 
soit le nombre rationnel û(; , s'il y a des nombres de la classe a su- 
périeurs à â? , il y a aussi des nombres de la classe b supérieurs à œ, 
et réciproquement >. 

Les limites supérieures des K R sont les nombres réels Q , y compris 
il'oo. 

En géométrie, la relation entre deux droites limitées € la droite a 
peut, après un mouvement, coïncider avec la & > a les propriétés des 
égalités. Elle donne donc lieu à une nouvelle idée, celle de la longueur, 
ou grandeur d'une droite, et la relation s'écrit gr a = gr 6 . D'habitude 
on écrit a = &, mais alors avec a et & on n'entend pas les droites, 
mais bien les longueurs des deux droites. 

La relation entre deux droites illimitées « la a est parallèle à la & » 
a les propriétés de l'égalité. Elle a été transformée en « direction de 
a = direction de 6 », ou « point à l'infini de a = point à l'infini de b ». 
On ne peut pas former une égalité de la forme: 

« point h l'infini de a » = « expression composée avec les 
mots des Éléments d'Euclide ». 

La relation entre deux couples de points A , B et A' , B' « le couple 
A , B peut coïncider avec le couple A' , B' par un mouvement de trans- 
lation » a les propriétés de l'égalité. On la transforme en 
vecteur de A à B = vecteur de A' à B' , 



I*) Yorlesunpen ûber aUg<tmrine Arithmetik, I, p.. 43. 
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«t ainsi on introduit le vecteur^ qui est un objet nouveau. Au lieu de 
< vect^iur de A à B j^ on écrit, selon Grassmann, et aussi selpn Ha- 
milton, B— A (*). 

De même on ne peut faire une égalité de la forme 
Quaternion = « expression composée avec les mots des théories 
précédeotes *, 

lorsqu'on considère les quatemions géométriquement. Un quaternion 
^st déterminé par un couple de vecteurs u et t?, et on l'indique par 

Vi 

-. Od dit que deux quatemions sont égaux, lorsque les triangles formés 

avec les couples de vecteurs sont dans un même plan, semblables, et 
du même sens. 

Par le même procédé d'abstraction, on obtient les nombres cardinaux 
et ordinaux infinis de M. Cantor, les points au-delà de l'infini de la 
géoraetiie hyperbolique, les formes géométriques de Grassmann, et bien 
d'autres idées de la plus haute importance dans les Mathématiques. 
Mais d'autre côté on n'a pas reconnu l'utilité de réduire à la forme 
d'une égalité toute relation qui en a les propriétés. Ainsi on ne traduit 
pas la relation « la figure a est semblable à la 6 » par ex. par « la 
forme de a est égale à la forme de 6 >. La projectivité a aussi les 
qualités de 1'= . 

§ 40. L'égalité a = 6 a toujours la même signification: a et 6 sont 
identiquesj ou a et 6 sont deux noms donnés à la même chose. Quelques 
AuteurSj lorsqu'on a à étudier une relation qui a les propriétés de 
1- égalité, la représentent par un nouveau signe dérivé du signe = . 
Par exemple, en Mécanique, on a à considérer 

1. des longueur 

2. des segments en longueur et direction, ou vecteurs, comme 
les axes des couples de forces. 

3. des segments, lorsqu'on considère leur longueur, leur di- 
rection et la droite qui les contient, comme les forces appliquées à un 
corps rigide. Ils sont des formes de 2® espèce de Grassmann. 

Si A, B, A', B' sont des points, quelque Auteur désigne par un 
signe régalité de AB et de A'B' dans Je premier cas; par un autre 
signe dans le second, et par un troisième signe dans le troisième cas. 
Ils ont aussi trois sortes d'addition et de soustraction indiquées par 



n La notation A B, encore adoptée par quelqu'un, est moins commode, 
car elle ue conserve pas les règles de l'Algèbre. 
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des signes différents, etc. (*) Or, cette complication provient de ce qu'on 

a indiqué par le même signe AB trois choses différentes* Il sufHt de les 

indiquer par des signes différents, et on pourra employer toujours les 

mêmes signes =,-+-, — . Ainsi, selon Grassmann^ AB est le troisLèrao 

objet, B — A le deuxième, et mod (B — A) Je premier» 

Si Ton suit avec rigueur les conrentioiis que nous avons expliquées,. 

on pourra toujours, dans chaque formule^ substituer à un objet quel- 

2 4 
conque un objet égal. Nous avons déjà dit (§ 24) pourquoi de -3-=-- ,. 

2 

et de « le numérateur de — est 2 » on ne peut pas déduire « le nu- 

o 

4 

mérateur de— -est 2 ». Car réxpression « numérateur de ^ n'est pas 
6 

une NfR. 

2 4 2 

Analoguement ^^ "^ ^ -^ ? et de * -- est une fraction irréductible >^ 

4 
on ne peut pas déduire « -x- est une fraction irréductible * car V ex- 
pression « fraction irréductible » n'est pas une KR. 

Les notations, qu'on trouve dans quelques traités, /"(a + O) et 
/(a — ) pour indiquer les limites de /" ( a -h ft ) et f{a—h\ lorsque 
^, étant positif, tend vers 0, ne satisfont pas aux conditions énoncées; 
on ne peut pas au lieu de a -h et de ne — écrire la quantité égale a. 

§ 41. L'utilité des définitions est bien connue* Mais il faut remarquer 
que, à la rigueur, elles ne sont pas nécessaires. On peut toujours au lieu 
de Np écrire ce que représente ce signe. Au lieu de dire « une sphère 
de centre et de rayon r coupe une droite, dont la distance k soit 
plus petite que r, en deux points », on peut dire ^ Sur une droite^ 
dont la distance du point soit plus petite que r, il y a deux points. 
qui sont à la distance r de ». Chaque proposition sur les nombres 
irrationnels est une proposition sur les ensembles de rationnels ; chaque 
proposition sur les nombres rationnels se transforme en une proposition 
entre nombres entiers, etc. L'énonciation des propositions, lorsqu' ou 
substitue à quelques mots leur définition, est un des plus titiles exercices 
de Logique mathématique. 

Une définition n'a pas besoin d'être prouvée. Elle est Teffet de 
notre volonté, de vouloir représenter un groupe de signes par une 
expression plus simple. On ne doit par ex. prouver Texistence de ca 



(*) BuDDE, Allgemeine Mechanik, Berlin 1890, \, pag. 13, II, pag. 568. 
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qu'on définit. Naturellement il convient dans la pratique de définir des 
choses existantes ; mais quelquefois on définit des choses qui n'existent 
pas. Ainsi Euclide dans son livre IX, prop. 20, pour prouver que le 
nombre des nombres premiers est infini, dit : posons Î£ = « plus petit 
commun multiple des nombres premiers ». Et il prouve ensuite que ce 
qu'il a appelé 5f n'existe pas, c'est-à-dire, c'est le a.. En Algèbre on 
fait la même chose, lorsqu' on appelle œ une quantité déterminée par 
des conditions, et après quelques raisonnements on déduit œ = 0. 

Dans le Formulaire il convient d';introduire des définitions, et en 
conséquence, des signes nouveaux, seulement lorsque cette définition 
porte une notable simplification. Si l'idée exprimée par un mot dans 
le langage ordinaire, est exprimable par un groupe de symboles assez 
simples, il est mieux d'écrire toujours ce groupe, que de le représenter 
par un signe. A défaut de ce soin, on aura les mêmes propositions 
exprimées plusieurs fois, en échangeant seulement les notations. 

§ 42. On ne peut pas toat définir. Cette proposition, bien connue, 
résulte aussi de ce que nous avons dit. Pour définir un signe a?, il faut 
pouvoir composer par les signes connus un signe a, tel que l'on ait 
a? == a. Donc il faut déjà connaître quelques signes. 

La question, qui se présente tant de fois « peut-on définir l'objet a? ? » 
à la rigueur n'est pas bien posée. On la peut mettre sous la forme « peut- 
on définir œ au moyen des objets a^h^c?i> € peut-on former avec les 
signes a, &, c un groupe de signes égal à â? ? » Dans la pratique la 
question posée signifie seulement « peut-on définir l'objet œ au moyen 
d'idées plus simples ?» et il y a de l'arbitraire dans l'évaluation de la 
simplicité. 

Dans toute science, après avoir analysé les idées, en exprimant les 
plus compliquées au moyen des pi as simples, on en trouve un certain 
nombre qu'on ne peut plus réduire entre elles, et qu'on ne peut plus 
définir. Elles sont les idées primitives de la science; il faut les acquérir 
par l'expérience, ou par induction; il est impossible de les expliquer 
par déduction. 

L'étude des idées primitives a été faite sur quelques sujets. En 
Arithmétique on peut tout définir au moyen des idées primitives re- 
présentées par les signes N , 1 , -+- ; ce dernier signe figure, comme 
idée primitive, seulement dans la forme a -h 1 (ou on- ), pour indiquer 
le successif de a. 

En Géométrie^ au moyen des mots « point » et « ligne droite (limitée) » 
on définit la droite illimitée, le plan, le triangle, le tétraèdre, etc., 
^t l'on développe toute la Géométrie de position. 

La distinction des idées en primitives et dérivées a un peu de l'ar- 
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"bitraire. Car, si au moyen de a , 6 , c on définit dy et au moyen de 
aybjd on définit c, on peut prendre pour idées primitives oua,6,e, 
ou a jbjd. Des raisons de simplicité décident sur le choix. 

On détermine les idées primitives, qu'on ne définit pas, au moyen 
de leur propriétés fondamentales, comme nous verrons tout de suite. 

Les idées primitives d'une science constituent le plus petit diction- 
naire qui doit être commun entre deux hommes qui parlent des langues 
•différentes, pour qu'ils puissent s'entendre sur les sujets de cette science. 

Démonstrations, 

§ 43. Après avoir énoncé les propositions d'une branche des Mathé- 
matiques, et reconnu entre elles les définitions, il faut prouver la vérité 
des autres; et à cela est d'une grande utilité la logique mathématique. 

Certainement on a raisonné, et très bien, pendant longtemps, sans 
recourir aux lois de cette science tout à fait nouvelle. Mais aussi Dio- 
phante a résolu, sans connaître d'Algèbre, un grand nombre des pro- 
blèmes algébriques parmi les plus difficiles. 

Les règles de la logique, pour transformer un ensemble d'hypothèses 
dans la thèse à prouver, sont analogues aux lois de l'Algèbre pour 
transformer un ensemble d'équations dans une forme où elles soient 
résolues par rapport aux inconnues. Ces lois n'ont pas été créées par 
quelqu'un. On les obtient en examinant les raisonnements bien faits; 
on analyse les différents passages, et l'on érige en règles ces cas par- 
ticuliers. Les règles du raisonnement sont les formules mêmes de lo- 
gique. Elles sont déjà fort nombreuses; et peut-être, on en trouvera en- 
core d'autres. Mais celles dont l'usage est le plus fréquent, et dont les 
autres sont des conséquences, sont en petit nombre, et toutes très simples. 

On prend les hypothèses, on les multiplie entre elles, on transporte, 
exporte, importe des propositions, on change l'ordre des facteurs logiques, 
on développe des produits, on substitue aux objets définis leur valeur, 
on simplifie les produits, les sommes, les déductions au moyen des règles 
connues, etc., et on obtient là thèse. 

La transformation des démontrations en symboles est beaucoup plus 
difficile que la transformation des propositions. Tout mathématicien 
exercé passe d'un coup d'un ensemble d'hypothèses à la déduction. 
La réduction en formules de ce passage, c'est-à-dire l'analyse de ce 
raisonnement et sa transformation en une suite de passages, dans lesquels 
on n'applique qu'une règle à la fois, est en général longue. Mais celui 
qui a étudié les formules de logique, une à la fois, peut aussi faire d'un 
ooup une série de transformations, comme on peut dans une équation 
faire plusieurs opérations à la fois. 
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§ 44. Quelle que soit la façon dont ont fait les raisonnementSj sî une 
science ne contient pas des idées primitives, comme cela arrive dans 
toute tliéorie élevée, on peut en elle tout déftuir et tout démontrer- 
Mais si la science touche aux éléments mêmes^ et s'il y a des idées 
qu'on ne peut pas définir, on trouvera aussi des propositions qu'on no 
peut pas démontrer, et dont découlent par le raisonnement toutes les 
autres, Nous ]es appellerons propositions prîmitiveSj et par abréviation 
Pp; elles s'appellent aussi âxiome^ j postulata^ et quelquefois, hypo- 
thèses, lois expérimentales^ etc. Ces propositions déterminenty ou, si Ton 
veut, définissent les idées primitives, dont on n'a pas donné de défi- 
Bitîon directe- 

Le choix des propositions primitives a aussi de Tarbi traire; car si 
des propositions a ^ 6 , c on déduit ^ï, et de a jb ^d on déduit c, on peut 
prendi'e comme propositions primitives les a ,h^c ou les a ^b ,d. 

Conclusion. 

§ 45. Le problème proposé par Leibniz est donc résolu. On peut 
changer la forme des signes, qu'on a introduits au fur et à mesure 
qu'on eu a besoin; on peut eu supprimerj on en ajouter d'autres^ mo- 
difier quelques conventionSj etc. Mais nous sommes maintenant en cas 
d'exprimer toutes les propositions de mathématique au moyen de peu 
de signcSj ayant une signification prècisCj et assujettis à des règles 
bien déterminées. 

Ces notations permettent aussi de résoudre une question pratiquej 
qui s'impose tous les jours davantage, La production mathématique 
est aujourd'hui énorme. Les centaines de journaux périodiques et les 
nouveaux livres, écrits dans toutes les langues, forment chaque année 
des bibliothèques. 

Pour en faciliter l'étude, on a proposé des répertoires bibliogra- 
phiques. Or^ tout sujet de mathématique a une très longue bibliographie; 
et les diverses publications ont une valeur bien difié rente. 

Ce qui nous importe est le groupe des propositions qui énoncent 
toutes les vérités connues sur un sujet Réduites en symboles, elles 
tiennent probablement moins de place que la bibliographie du sujet- 
L' intérêt historique sera conservé, si chaque proposition est accom- 
pagnée du nom de l'Auteur qui l'a énoncée* 

Tel est le projet de la kivhta di Matematicaj qui publie, dans 
son Formulaire, les recueils des propositions sur les différents sujets 
de mathématique que nous recevrons, et toutes les corrections et com- 
pléments qu'on nous indiquera. 
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